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Kapitel 1

Grundlaeggende
matematik

I dette kapitel skal vi se pa grundlaeggende matematik, som er en forudsatning
for de egentlige emner. Meget af det burde vaere kendt fra folkeskolen.

1.1 Hovedregning

Stgrre regnestykker vil vi altid regne pa computer eller lommeregner. Men det er
ngdvendigt, at kunne lidt hovedregning, da dele af undervisningen foregar uden
hjeelpemidler. Desuden er hovedregning en forudssetning for bogstavregning, som
fylder meget pa HHX.

Plus, minus, gange og dividere

Man skal gange og dividere, inden man leegger til og traekker fra. Pa HHX skriver

vi altid division med en brgkstreg. Sa vil vi skrive 20 divideret med 5, skriver vi
20
=

Udtrykket 2 — 3 - 5 regnes pa fglgende made:

2—-3:-5=2-15=-13



Dvelse 1.1.1

Regn uden brug af lommeregner /computer:

a) 4+5-2
b) 7—243-2-5
6

I udtryk med brgker regnes forst teaeller og neevner, sa divideres, og sa regnes
resten.

Udtrykket % - 2 regnes pa fglgende made:

Dvelse 1.1.2

Regn uden brug af computer/lommeregner:
10-2
b) &5 +7
3-5+5

Visse simple divisionsstykker kan forvirre:

Dividere man noget med sig selv, giver det altid 1. Har man f.eks. 3 personer,
der skal dele 3 bananer, far de 1 hver:

3
° 1
3
Division med kommatal:
1
05~ 2 , (da0,5géar 2 gange opi 1)



Dividere man 0 med noget, far man 0. Hvis man f.eks. skal dele 0 bananer ud
til 5 personer, far de ingen bananer:

—
5)

Man kan ikke dividere med nul. Skal man f.eks. dele 5 bananer ud til O personer,
sa kan man ikke komme af med bananerne. Divisionen kan ikke regnes.

g kan ikke regnes.

Leeg meerke til, at man godt kan dividere nul med noget, men man kan ikke dividere
noget med nul.

@velse 1.1.3
Beregn uden brug af lommeregner /computer:
a) ;
b) ¢
c) %
d) &
e) %

Fortegn (plus og minus)

Ganger eller dividerer man to ens fortegn, far man plus. To forskellige giver mi-
nus.

2.6 =12
—2.6=—12
2. (=6) = —12
—2.(=6) =12

Laeg meerke til at —6 star i parentes i de to nederste regnestykker. Det er fordi,
det er forbudt at skrive 7-—", altsa det er forbudt at skrive et gangetegn og et
minustegn lige efter hinanden.



Hvad sa med —4 — 37 Giver det mon sa ogsa plus? Der er jo to minustegn?. ..
svaret er NEEEEEEEEEEEEEEEEJJJJ. Vi regner —4 — 3 = —7. Sa det er kun
ved gange eller division, at to ens giver plus.

QDvelse 1.1.4

Beregn uden brug af computer/lommeregner:
a) —3-2
( )
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Potenser

Vi far brug for at regne med potenser. En potens er tal som f.eks. 3% (leeses "3 i
anden”) eller 5% (laeses 75 i tredje”). Tallet 3? regnes ved at sige

32=3.3=9

Y

og 5% regnes ved
5 =5-5.-5=125

Man regner potenser fgr man ganger, dividerer, leegger sammen og traekker fra.

Udtrykket 3 - 23 4 6' regnes pa folgende méade:

3-224+46'=3-8+6
—24+6
= 30



Dvelse 1.1.5

Beregn uden brug af lommeregner /computer:

Raodder

Rgdder er "det omvendte af potenser”. I kender sikkert kvadratroden fra folkesko-
len. Man bruger kvadratroden, hvis man har et tal, der er sat i anden, og gerne

vil finde det oprindelige tal. F.eks. er v/16 = 4 fordi 4> = 16. Godt nok er (—4)?
ogsa 16, men kvadratroden er altid den positive mulighed.

Man kan ikke tage kvadratroden af et negativt tal, da noget i anden ikke kan give
et negativt tal.

@velse 1.1.6

Regn uden at bruge lommeregner:
a) V9
b) V4

c) V1

a) v=1

e) V0

Der findes andre rgdder end kvadratrgdder. Har man et tal, der er sat i tredje, og

vil man gerne finde det oprindelige tal, kan man tage den tredje rod. F.eks. far vi
den tredje rod af 8 til at veere 2, fordi 2-2-2 = 8, og vi skriver v/8 = 2.




Qvelse 1.1.7
Bestem fglgende rgdder:

a) v/25

Det er generelt svaert at regne rodder i hovedet. Det er f.eks. sveert at regne v/5
uden en lommeregner.

Dvelse 1.1.8
a) Hvordan siger man v/77

Parenteser

En parentes betyder, at man skal regne det, som star i parentesen for alt andet.
Star der et tal foran (eller bagved) en parentes, betyder det "gange”. Har vi f.eks.
2(5 + 3), betyder det altsa 2 - (5+ 3).

20342)=2-(3+2)=2-5=10

@velse 1.1.9
Regn
a) 2(3—1)
b) (5+2)3

Regningsarternes hierarki

Reglerne for raekkefglge af de forskellige regneoperationer kaldes regningsarternes
hierarki. Reekkefglgen ser saledes ud:

10



Regel 1.1.1 (Regningsarternes hierarki)
Et regnestykke skal regnes i folgende reekkefglge:

1. Parenteser.
2. Potenser og rgdder.
3. Gange og dividere.

4. Plus og minus.

Udtrykket 2 + 20H1° 7 regnes pa fglgende méade:

6+2
24 2 +1)° T=2+ 2(4)° 7 (Parent t)
— 7= — arenteser regne
6+ 2 6+ 2 &
o210 (Pot t)
= — — otenser regne
6+ 2 &
32
=2+ g 7 (Teeller og naevner regnet)
=24+4-7 (Division regnet )
=1 (Plus og minus regnet)

@velse 1.1.10
Regn uden brug af lommeregner:
a) 3
b) —32
c) (=3)?
d) 2-(5-3)3—+4
e) (4725)2 1

Maske regnede du —3?% forkert? Det er maske den mest almindelige fejl pa hhx.
Der star IKKE tallet —3 sat i anden. Der star 32 med et minus foran. Vil man
skrive tallet —3 i anden, skriver man (—3)2. Vi tager en til gvelse med det:

11



@velse 1.1.11
Regn

a) —22

b) (~2)?

Vi slutter af med et ekstraafsnit om brgker. Hvis matematik ikke er ens yndlings-
fag, kan man godt overleve Mat-B uden at veere supergod til brgkregning, men vil
man have en solid forstaelse (eller vil man have Mat-A), sa anbefaler jeg, at man
regner afsnittet samt det tilsvarende ekstraafsnit under bogstavregning.

Ekstra: brgker

I dette afsnit skal vi se pa almindelig brgkregning, som burde veere kendt fra
folkeskolen. Her er et eksempel pa en brgk.

3

4

Det gverste tal kaldes teelleren og det nederste kaldes nsevneren. Mange glemmer,
hvad der er hvad, sa her er en huskeregel:

Top  Teller
Nederst  Nezevner

Forlaenge og forkorte brgker

Man forleenger en brgk ved at gange med det samme tal i bade tealler og naev-
ner:

Vi vil forleenge brgken % med 5.
3 3-5 15

4 4.5 20

Man forkorter en brgk ved at dividere med det samme tal i teeller og naevner.

Vi vil forkorte brgken %. Vi ser at 2 gar op i bade teeller og naevner, sa vi kan
forkorte med 2. Fgrst omskriver vi brgken, sa fremgar klart, hvad vi kan forkorte

12



med.

Dvelse 1.1.12
Nu er det din tur.

a) Forlaeng 2 med 3

b) Forkort &, sd den ikke kan forkortes mere.

Plus og minus

Skal man laegge to brgker sammen kraever det, at de har samme naevner.

Vi vil regne % + % Vi ser, at hvis vi forleenger den sidste brgk med 2, far vi
feellesnaevneren 6:

Man kan leegge et tal til en brgk ved at lave tallet om til en brgk:

Vivilregne%—l—z Dalzg, m52:1—74, sa,

%4_2_%_{_&_@
7 7T T

Vi har kun set eksempler med plus, men man ggr det pa samme made nar det er
minus.

13



Dvelse 1.1.13
Regn

+
KNS

&
N—

o
N~—
NI %‘w EN{IE
_|_
NN

(@)
~

|
ol

Gange og dividere

Man ganger to brgker ved at gange taeller med teeller og nsevner med naevner.

. . 1 5
Vi vil regne ; - 3.

Man ganger et tal pa en brgk ved at gange tallet op i teelleren.

Vi vil regne 5 - 1%.
;3 _53_15_3
10 10 10 2
Leeg meerke til, at vi har forkortet brgken i sidste skridt.
Er man god til matematik, vil man regne udtrykket lidt smartere. Fordi 5 gar
op i neevneren vil 5-tallet ga ud nar vi forkorter, og derfor kan man ligesa godt
"forkorte det ud” med det samme:

3 3 3 3

052 5T

Det ser maske ikke smartere ud, nar det star pa den made, men der skal regnes
mindre.

Man dividerer to brgker ved at "gange med den omvendte”:

Vi vil regne:

CN\I‘[\?\OJ

14



Vi bruger reglen med at "gange med den omvendte”. Dvs. at vi bytter rundt pa
teeller og neevner i den nederste brgk, hvorefter vi ganger de to breker.

c:\\l‘w\c,o
DO | o
SEEEEEN ey

w

[\
N |

] © H‘
N

Reglen med at gange med den omvendte gaelder ogsé, nar vi dividerer et tal med
en brgk

Vi vil regne

oo\»b-‘ [\

Vi gogr det ved at gange med den omvendte:
2 3 2:3 6

4 4 4

3
T =2 =5
3 2

Ligesom i eksempel 1.1.13 kan vi ggre det smartere:

3, 3 _, 3

_ _3
4 2.2 7 2.2 2

oo\»b-‘ [\

Man dividerer en brgk med et tal ved at gange tallet ind i nsevneren.

Vi vil regne:

l\D‘cmoo

Her skal vi altsa bare gange naevneren i den gvre brgk med 2.

8 4.2 4.2 4

5.2 5.2 5.2 5

[\) ‘Uwoo

15



Dvelse 1.1.14

Regn
a) 33
b) $.2
c)
d)

e)

w\v\‘ww w\w‘cn C»D‘Ww
=~

I stedet for at ga og huske alle brgkregnereglerne, kan man prgve at forsta dem,
sa man naeste gang kan tenke sig frem til dem.

Hvis man ganger et tal med en brgk, skal man gange ind i taelleren. Det kan
man godt forklare. Lad os sige, at vi har en pizza som er delt i 8 stykker. Lad
os sige, at du spiser 2 stykker. Sa har du spist % af pizzaen. Hvis din ven spiser
det dobbelte af dig, sa spiser hun 4 stykker. Dvs. % af pizzaen. Sa

2 2.2 4

2.2 2 % _
8 8 8

Den naeste gvelse er markeret som "Sveer”. Det er tilladt at springe sveere gvelser
over.

@velse 1.1.15 (Svzer)
I denne gvelse skal du overveje resten af brgkregnereglerne.

a) Lees ovenstaende eksempel og se, om du kan argumentere tilsvarende for
de andre regneregler. Du behgver ikke at skrive dine argumenter ned. Det
er fint, hvis du bare har det i hovedet.

1.2 Bogstavregning

Gymnasiematematik er mere abstrakt end folkeskolematematik. Her regner vi ofte
med bogstaver, sa det er vigtigt at fa en god forstaelse for bogstavregning fra
starten af. Mange elever har sveert ved bogstavregning. Det ved os leerere godt, sa
sporg os og vi hjelper!

16



Her er et udtryk med bogstaver:

a+7_
b

Bogstaverne a og b star for tal vi ikke kender, sa man kan ikke regne videre pa
udtrykket.

a

Lad os sige, at vi far at vide at a = —2 og b = 5. Nu kan vi regne veerdien af
udtrykket:
a+7 —247
g = (=9
;o : (—2)
5
=_-42
5 +
=142

Laeg meerke til parentesen om —2 i fgrste linje.

Nar vi regner med bogstaver vil vi ofte undlade gangetegn. F.eks. vil vi skrive 2a
i stedet for 2 - a og ab i stedet for a - b.

Dvelse 1.2.1
Lad a = 3 og b = —1. Regn veerdien af udtrykkene:

Reduktion

Kender man ikke veerdien af bogstaverne i et udtryk, kan man ikke regne det. Men
nogle gange kan man forsimple det. Det kaldes at reducere.

Vi vil reducere udtrykket a 4+ b + 2a — a.

17



Vi kan se, at a gar ud med —a sa:
a+b+2a—a=2a+0b

@velse 1.2.2

Reducer
a) b+c—2a+a—c
b) a+a+a

c) b+x—x—0b

Vi reducerer:

a+ab+ba—b=a+2ab—10 (fordi ab = ba)

@velse 1.2.3

Reducer:
a) ab—a+a—2b+0b
b) be+ cb
c) ab+ ab+ ba

Parenteser

Vi husker at en parentes betyder, at man skal regne det, som star i parentesen
forst.

72-3)=7-(~1)= -7

Nar der optraeder bogstaver i regnestykket, kan man ikke altid regne parentesen
forst. S& kan man i stedet benytte fglgende regler til at heeve parentesen (dvs.
fjerne parentesen):

o Man ganger ind i parenteser ved at gange i hvert led.

o Plusparenteser er overflgdige og kan bare fjernes

18



o Minusparenteser haeves ved at skifte fortegn pa det, der star inde i parente-
sen. Altsa plus bliver til minus og omvendt.

Vi reducerer:

a) 2(a+0b) =2a+2b

e) —2—a)=—2+a=a—2

@velse 1.2.4
Reducer
a) 3(x+y)
b) (a —b)2
c) 2+ (z+y)—3
d) —(v+w)
e) a(2b+0b) —ba — (2a — 2)
Dvelse 1.2.5

To elever diskuterer, hvordan man regner udtrykket:

7(3+1)

Elev 1 siger:

Man skal starte med at regne det inde i parentesen og derefter gange
med 7.

Elev 2 siger:
Man skal gange parentesen ud og sa reducere.

a) Hvem har ret?

19



Vi slutter af med to ekstraafsnit. Husk, at man kan springe disse afsnit over, hvis
man har sveert ved matematik.

Ekstra: korrekt sprogbrug

I dette ekstraafsnit skal vi leere at seette ord pa de forskellige dele af et matematisk
udtryk.

Sum, differens og led

En sum er det samme som et plusstykke. Det kunne veere:
a+b+c

Her kaldes a,b,c for led. En sum bestar altsa af to eller flere led adskilt af et
plustegn. En differens er det samme som et minusstykke:

a—>b

Her kaldes a og b ogsa for led.

Produkt, faktorer

Et produkt er et det samme som et gangestykke. Det kunne vaere:
a-b-c-d

Her kaldes a, b, c og d for faktorer. Et produkt bestar altsa af to eller flere faktorer
adskilt af gangetegn. Vi skriver ofte produkter uden gangetegn, sa ovenstaende
produkt kunne skrives som:

abed

Potens, grundtal og eksponent

En potens er et udtryk pa formen
al

Her kaldes a for grundtallet og p for eksponenten.

Betragt udtrykket:
a(b+c)
Dette betyder a - (b+ ¢), og derfor er det et produkt bestaende af faktorerne a

20



og (b+ ¢). Den anden faktor, altsa (b + c), er en sum bestaende af de to led b
og c.
Dvelse 1.2.6
Forklar, hvordan udtrykkene er opbygget.
a) 2ab
b) a — ab

c) ¢

Det neeste ekstraafsnit forudsaetter, at du har regnet afsnit 1.1. Det er et vigtigt
afsnit, hvis du gerne vil have en solid forstaelse.

Ekstra: brgker med bogstaver

Nar vi fremover stgder pa brgker, sa vil de ofte veere med bogstaver i stedet for
tal. Det er dog preecis de samme regler, der gaelder.

Forlaenge og forkorte

Vi vil forleenge broken 22 med 5:

a+b 5(a+b) 5Sa+5b
c 5¢ Bc

Laeg meerke til parentesen efter forste lighedstegn. Det er en almindelig fejl, at
man glemmer den. Glemmer man den, far man ikke ganget hele teelleren med
5, men kun fgrste del.

Vi vil forkorte brgken 427719:

2a 20-1  2a-1 1

dab  2a-2b  24-2b 2D

Hvis der optreeder flere led teeller eller naevner, skal man forkorte i hvert led.

21



Vi vil forkorte brgken 2“271)7“2:

2a+7a2_2a+7aa_2a+7aa_2+7a
ab  ab  ab b

QDvelse 1.2.7
Regn

a) Forleeng broken %= med c.
b) Forkort brgken 4.
¢) Forkort brgken %

)

b
d) Forkort brgken “tac—a’®

2a2%4a

Plus og minus

Vi vil regne 220 4 %. Vi forleenger forste brgk med b og anden brgk med a:

a

2a+b+%_ (2a+b)b+47a

a b ab ab

(2a 4+ b)b + 4a
ab

B 2ab + b? + 4a

ab

Vi vil regne ¢ + ¢

e
+
o
I
_|_
Ol
S

+
S =
o .

S

|
QSRR TR
+ +
>~
S |

S

22



@Dvelse 1.2.8
Regn

&
~—r

@) o

N~— N— N—
e o e
N 2o IO

=~ S Q
>

DM o |

ISHie

o

Gange og dividere

Nar man ganger brgker,
parenteser.

b+c

Vi vil regne a - =<

Dvelse 1.2.9
Regn:
at+b a
a) “7 ¢
b) a—;’z-a
c) ‘
d) %
f) t

som har flere led i teelleren, skal man huske at satte

b+c alb+c) ab+ac

T b b

1.3 Talmaengder

En talmaengde er en samling af tal. Tager man f.eks. tallene 1, 2 og 3, kan man
samle dem i en maengde M. Denne maengde opskrives pa fglgende made:

M = {1,2,3}
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Laeg meerke til de krgllede parenteser.

Dvelse 1.3.1

Betragt maengden M = {—2,5,7,101}.
a) Ligger 5 i M?
b) Ligger 5,21 M?

Dvelse 1.3.2

Opskriv fglgende maengder.
a) Meengden M bestaende at tallene 4 og 10.

b) Maengden M bestaende at tallet 4.

Intervaller

Et interval er et spaend af tal. Et eksempel kunne veaere alle tal, fra og med 3, til
og med 7. Det ville man skrive pa fglgende made:

[3; 7]

Laeg meerke til at vi bruger firkantede parenteser og semikolon. De to tal 3 og 7
kaldes intervallets endepunkter.

Lukkede intervaller

Et lukket interval er et interval, som indeholder endepunkterne. Intervallet [3;7]
som vi mgdte ovenover er et eksempel pa et lukket interval. Her er et andet ek-
sempel:

[4; 23]

Ovenstaende laeses "Det lukkede interval fra 4 til 23” og bestar af alle tal, fra og
med 4, til og med 23.
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@velse 1.3.3

Vi vil tage udgangspunkt i det lukkede interval fra og med —2 til og med 5.
a) Opskriv intervallet.
b) Ligger —1,84 i intervallet?

c) Ligger 7 i intervallet?

)
)

d) Ligger —2 i intervallet?
)

e) Ligger —2,1 i intervallet?

Abne intervaller

Et abent interval er det samme som et lukket interval, bortset fra, at det ikke
inkluderer endepunkterne. Her er et abent interval:

J1;4]

Vi ser at parenteserne vender omvendt i forhold til det lukkede interval. Intervallet

her indeholder altsé alle tal, som ligger mellem 1 og 4, men inkluderer ikke 1 og
4.

Dvelse 1.3.4
a) Opskriv det abne interval bestaende af tallene mellem 7 og 7.5.

b) Ligger 7 i intervallet?

Halvabne intervallet

Man kan ogsa lave halvabne intervaller. Det giver lidt sig selv hvordan, men her
er alligevel nogle eksempler:

Intervallet [3; 5] bestar af alle tal, fra og med 3, op til 5. Intervallet indeholder
altsd 3, men det indholder ikke 5.

Intervallet |3; 5] bestar af alle tal, som er stgrre end 3, til og med 5. Intervallet
indeholder altsa ikke 3, men det indholder 5.
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@velse 1.3.5
Opskriv fglgende intervaller

a) Intervallet fra 1 til 3, hvor hverken 1 eller 3 er med. Er det abent, lukket
eller halvabent?

b) Intervallet fra 5 til 9, hvor de begge endepunkter er med. Er det abent,
lukket eller halvabent?

c) Intervallet fra 2 til 7, hvor 2 er med, men 7 ikke er med. Er det &bent,
lukket eller halvabent?

Ubegraensede intervaller

Man kan have intervaller, der er ubegraensede. Det kunne f.eks. veere alle tal, fra
og med 3. Det ville man skrive pa fglgende made:

[3; 00|

Symbolet oo betyder "uendelig”. "Uendelig'er ikke selv et tal, men det kan bruges
som endepunkt i et interval. Leeg meerke til at intervallet er abent i den ende, der
indeholder co. Det er det ngdt til at veere, da oo ikke er et tal, og derfor kan det
ikke ligge i intervallet. Man kan ogsa have intervaller med —oo som endepunkt.
Det betyder uendelig, men i negativ retning, og laeses "minus uendelig”.

Intervallet | — oo; 7] bestar af alle tal mindre end 7.

@velse 1.3.6
Opskriv fglgende intervaller:
a) Intervallet fra og med —3 til og med 7.
b) Intervallet bestaende af alle tal stgrre end —2.

c) Intervallet bestaende af alle tal mindre end eller lig med 5.

De reelle tal og den tomme maengde

Intervallet | — oo; 00| kaldes de reelle tal og betegnes med R. Selvom R er et
interval vil typisk omtale det som en maengde. Man kan taenke pa R som at veere
"meengden bestaende af alle tal”.
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Ligesom vi har en maengde der indeholder alle tal, R, findes der ogsa en maengde,
som ikke indholder noget overhovedet. Den betegner vi med (.

@velse 1.3.7
a) Ligger 01 R?
b) Ligger 01 07

c¢) Ligger 0 i R (sveer)?

Intervaller med huller

Nogle gange far vi brug for at ekskludere tal fra intervaller. Det kunne veere at
ville fjerne tallet 3 fra intervallet [0; 10]. Det kan man ggre ved at skrive:

[0; 101\ {3}

Ovenstaende er altsa maengden bestaende af alle tal, fra og med 0, til og med 10,
bortset fra 3. Nar vi fjerne tal fra intervaller, er der ikke laengere tale om intervaller,
men blot maengder.

Dvelse 1.3.8

a) Opskriv maengde bestaende af alle tal fra og med 2, til og med 9, men
uden 8.

b) Ligger 4 i [—2;5]?
c) Ligger 41 [—2;5]\ {4}7
d) Ligger 51 [—2;5] \ {4}7

1.4 Ligninger

En ligning er et udsagn som indeholder et lighedstegn og som regel en eller flere
ubekendte.

Her er en ligning
2v+1=7

Vi ser at ligningen i eksemplet indeholder en ubekendt x. En lgsning til en ligning
er tal, som ggr ligningen sand, nar man indsaetter det i stedet for x. De fleste
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ligninger, vi mgder her i grundforlgbet, har netop én lgsning, men en ligning kan
godt have flere Igsninger eller slet ingen lgsninger.

Vi vil undersgge om x = 3 er lgsning til ligningen —2% + 1 = 10.

Vi indsaetter 3 pa x’ets plads:
—3%4+1=10

og reducerer
—8 =10

Da denne ligning er falsk er x = 3 ikke en lgsning.

Dvelse 1.4.1

Undersgg om x = 2 er en lgsning til fglgende ligninger:
a) —(x—1)(x+3)=2°-13

_ 2412

Har man en meget simpel ligning, kan man ofte se lgsningen bare ved at kigge pa
ligningen.

Vi vil Igse ligningen:
2z = 10

Vi skal altsa finde et tal, s& nar man ganger det med 2, far man 10. Hvad kan
det mon veere...? Det er selvfglgelig 5. Sa lgsningen er x = 5.

Dvelse 1.4.2

Lgs ligningerne:
a) r+2=3
b) 4=1+=x
c) Tx =14

Det er ikke altid, at man nemt kan se lgsningen. S& ma man lgse ligningen ved at
omforme den, sa = star alene pa den ene side af lighedstegnet. Dette kaldes ogsa
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at ”isolere x”. Reglerne burde vaere kendt fra folkeskolen, men her er alligevel et
et eksempel til at friske dem op.

Vi vil Igse ligningen 2x 4+ 6 — 4x = —x — 2. Det ggr vi ved at isolere .

204+6 -4 =—x —2 (ligningen skrevet op)
—20+6=—-2—2 (venstresiden reduceret)
—2r=—-r—-2-6 (6 trukket fra pa begge sider)
-2z = -2 —8 (hgjresiden reduceret)
—2r4+x=-8 (x lagt til pa begge sider)
—r = -8 (venstresiden reduceret )
r =38 (ganget med — 1 pa begge sider)
@velse 1.4.3

Lgs ligningerne ved at isolere x som i ovenstaende eksempel.
a) 2(x+1) =12
b) 2—2=10
c) (x—2)-3=bx

Ikke alle ligninger har lgsninger.

Vi vil lgse ligningen © = x + 1:

r=x+1 (ligningen skrevet op)
0=1 (x trukket fra pa begge sider)

Vi konkludere at ligningen ikke har nogle Igsninger, da 0 = 1 altid er falsk.

Ligningen x = x har alle tal som lgsning, da alle tal er lig med sig selv.
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Dvelse 1.4.4

Lgs ligningerne:
rT+o=7
—(z+2)=10

a)
b)
c) x4+ (3+x)=—4
d) z+4=2x+2-3
e) 2—(2—x) =10z
f) 20 —2=2(z—1)

Lgsningsmaengde og grundmaengde

Mengden af lgsninger til en ligning kaldes lgsningsmaengden og betegnes med
L.

Betragt ligningen 2z = 8. Deler vi med 2 pa begge sider far vi lgsningen x = 4.
Lgsningsmaengden er dermed:
L ={4}

Betragt i stedet ligningen x + 1 = z. Den ligning har vi set fgr, og der konklu-
derede vi, at den ikke havde nogle lgsninger. Lgsningsmaengden bliver derfor:

L=10

@velse 1.4.5

Bestem lgsningsmaengden til fglgende ligninger:
a) —(2—z)==x
b) 2z = 4(x + 3)
c) 3(r+2)+2=3r+38

Skal man tjekke om et tal er lgsning til en ligning, seetter man tallet ind i ligningen
og ser om ligningen bliver sand. Men vi kan risikere, at man slet ikke kan satte
tallet ind i ligningen. Maengden af tal, som kan seettes ind i ligningen kaldes for
grundmengden og betegnes med G.

30



Betragt ligningen:
r+1=2x4+5

Her er G = R fordi man kan satte alle tal ind i ligningen. Det er ikke sikkert, at
ligningen bliver sand, men vi kan regne bade venstre og hgjresiden af ligningen
uden problemer uanset, hvilket tal vi saetter ind.

Betragt nu ligningen
1

r— 2
Hvis vi seetter 2 ind pa x’ets plads, kommer der til at sta nul i naevneren. Det er
ikke godt, da man ikke kan dele med nul. Derfor er 2 ikke med i grundmaengden.
Man kan dog satte alle andre tal ind i ligningen, sa grundmeengden er alle
tal undtagen 2. Vi benytter skrivemaden, vi leerte i afsnit 1.3, til at opskrive
grundmeengden:

=4

G =R\ {2}
Dvelse 1.4.6
Bestem grundmeangden for fglgende ligninger
a) %:
b) 54+ ="

Ekstra: ligninger med brgker

Ligninger med brgker lgses nemmest ved at gange igennem med et tal, der far
brgkerne til at forsvinde.

Vi vil lgse ligningen:
2 25

+
3 6
Vi vil gerne af med brgkerne og da 6 er feellesnaevner for brgkerne, ganger vi

med 6 pa begge sider:
2 25
6- 20 4+6-4=6-—
30T 6
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Vi ganger ud:
dr 424 = 25

Denne ligning skulle du gerne kunne lgse uden problemer. Lgsningen er

1
T = —

4

Dvelse 1.4.7
Lgs ligningerne ved brug af metoden fra eksempel 1.4.9
a) T+ 5 =u

2 1. 1

Man kan ogsa komme ud for at den ubekendte star i neevneren. Her kan man igen
benytte samme strategi med at gange igennem med et tal, som far brgkerne til at
forsvinde.

Vi vil lgse ligningen
2, _4
x+1 3
Vi ganger igennem med 3(x + 1), da det er faellesnsevner for de to brgker i

ligningen.

2 4
3(z + 1)567+1 +3(zx+ 1)1 =3(x+ 1)§

Vi reducerer. A

2
3%;{1,4—3(334—1)1 23($+1>3
Vi far sa:
3-243(x+1)=(x+1)-4

Denne ligning kan nu lgses pa seedvanligvis, og det giver:

r=25
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Dvelse 1.4.8
Lgs ligningerne

a) 6=2

X

1 4 _
b) 2043 ~ 6249 3

| =

1.5 Uligheder

En ulighed er et udsagn som indeholder et ulighedstegn.

Her en ulighed:
2<4

Her er en anden ulighed:
7T>5bx —2

Der findes 4 ulighedstegn:

< betyder "mindre end”.

< betyder "mindre end eller lig med”.
> betyder "stgrre end”.

> betyder "stgrre end eller lig med”.

Mange elever bliver ved at glemme betydningen af de forskellige ulighedstegn.
Nar der f.eks. star >, betyder det sa stgrre eller mindre end? Er man i tvivl om,
hvordan ulighedstegnet skal vende, sa kan man huske, at krokodillen er sulten,
og derfor spiser det stgrste tal:

Laeg meerke til krokodillens mund som har form som ulighedstegnet >. Der star
altsa "7 er stgrre end 3”. Det er en sand ulighed, da 7 rent faktisk er sterre end
3.
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@velse 1.5.1
Afggr hvilke af folgende uligheder som er sande:
a) 2>5
b) 5 <5
c) 1
d) 1

| /\

| /\

Lgsning af uligheder

Man lgser uligheder pa samme made som ligninger bortset fra en ting: Nar man
ganger eller dividerer med et negativt tal, skal man vende ulighedsteg-
net!

Vi vil lgse uligheden 2z < 6. Vi dividerer med 2 pa begge sider af ulighedstegnet,
og far
r <3

Altsa har uligheden lgsningen x < 3.

@velse 1.5.2
Lgs ulighederne:
a) 2x > 6
b) 24z < -1
c)z+2>14
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Vi vil lgse uligheden 2x + 4 < 6x 4 2(z — 4).

20 +4 < 6x 4 2(x — 4) (uligheden skrevet op)
204+ 4 < 6z +2x — 8 (parentes ganget ud)
20 +4 <8 —8 (hgjresiden reduceret)
20 +4 —8x < -8 (8x trukket fra pa begge sider)
—6z +4 < -8 (venstresiden reduceret)
—6r < —8—4 (4 trukket fra pa begge sider)
—6z < —12 (hgjresiden reduceret)
x> 2 (delt med — 6 pa begge sider)

Laeg meerke til, hvordan vi har vendt ulighedstegnet til sidst, hvor vi dividerer
med —6.

Dvelse 1.5.3

Los ulighederne og laes facit op (les inde i dit hoved, sa du ikke forstyrre hele
klassen).

a) —x >7
b) 2—x <8

c) (r—2)-3<5(x+1)
Q) 22+12)— (- 1) <8
e) 0>5x+10— (x4 1)
)

f) —(2+3)-2>GB+1) 2

Dvelse 1.5.4

Uligheder med brgker lgses pa tilsvarende made, som man lgser ligninger med
brgker. Hvis du ikke har leest ekstraafsnittet med brgker, sa spring denne gvelse
over.

Lgs ulighederne:
a) 3>
b)
c)

< 2. Forudseet at x er positiv.

o 8o

< 2. Forudsaet at « er negativ (sveer)
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Ekstra: Lgsningsmangde og grundmangde

Ligesom ligninger har lgsningsmaengde og grundmeaengde har uligheder det ogsa.
Det fungere helt tilsvarende.

Vi bestemmer lgsningsmaengden for uligheden 2x + 1 < 3. Det ses nemt, at
lgsningen er
r <1

De x-veerdier, som opfylder denne ulighed, vil ligge i intervallet:
] —o0s1]
Lgsningsmaengden L er dermed:
L =] —o0;1]

@velse 1.5.5
Betragt uligheden 4x > 2z + 10.

a) Opskriv lgsningsmaengden for uligheden.

b) Opskriv grundmaengden for uligheden.

1.6 Faktorisering

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

At faktorisere betyder at skrive et udtryk som et gangestykke. I praksis svarer det
til det modsatte af at gange en parentes ud. I stedet for at ophaeve en parentes
fremtryller man altsa en parentes.

Vi vil faktoriserer udtrykket 2z 4+ 6. Da 2 gar op i begge led, kan vi saette det

ud foran en parentes:
2r + 6 = 2(z + 3)

Vi tjekker, at det passer ved at gange parentesen ud:

20 +3)=2x+6
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Det passede. Udtrykket 2z + 6 kan altsa faktoriseres til 2(z + 3).

@velse 1.6.1
Faktoriser
a) dr +4
b) 3z — 15

Man kan ogsé faktorisere med bogstaver.

Vi vil faktorisere udtrykket 3a + 7ab. Vi ser at a gar op i begge led, sa vi kan
faktorisere med a
3a + Tab = a(3 + 7b)

Tjek selv, at det passer, nar man ganger parentesen ud.

Nogle gange er der flere mader, hvorpa man kan faktorisere et udtryk.

Vi vil faktorisere udtrykket a3 — 2. Vi ser, at = gar op i begge led, s& vi kan

faktorisere med x:

r? — 2? = x(2? — 2)

..men hmm i stedet for at faktorisere med x, kan vi veere mere aggressive (go
big or go home), og faktorisere med z?:

2 —2? =2 (x - 1)

Typisk vil man gerne have mest muligt ud foran parentesen.

Dvelse 1.6.2

Faktoriser fglgende udtryk mest muligt.
a) ab+ 2b
b)
)
d)

xr° — 2

2
3rt — 223 + 22

abc + bed + bex
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1.7 To ligninger med to ubekendte (A)

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Dette afsnit er markeret med et (A). Det betyder at man skal regne det, hvis man
overvejer at tage A-niveau matematik. Ellers kan man lade vere med at regne
det.

Nogle ligninger indeholder mere end én ubekendst.

Betragt ligningen x 4+ y = 10. Det er en ligning med to ubekendte, fordi der
bade optraeder et ubekendt x og et ubekendt y.

En lgsning til en ligning med flere ubekendte bestar af de veerdier for de ubekendte,
som ggr ligningen sand.

Ligningen z + y = 10 har z = 0 og y = 10 som lIgsning. Indssetter vi disse
tal i ligningen bliver den nemlig sand. Men der er dog andre lgsninger ogsa.
F.eks. x = 1 og y = 9. Faktisk har ligningen uendelig mange lgsninger, da der
er uendelig mange talpar, der tilsammen giver 10 (husk at man ogsa kan bruge
negative tal).

Vi har netop set, at en ligning med to ubekendte kan have uendelig mange lgs-
ninger. Sadan er det typisk. Men har man to ligninger med to ubekendte, vil der
ofte kun veere en lgsning, som opfylder begge ligninger.

Betragt ligningerne:

xr+y=10 og r—y=20
Der er kun en kombination af z og y, som vil veere lgsning til begge ligninger
pa en gang. Ligningen x — y = 0 er opfyldt, nar x = y, sd x og y skal veere ens.

Da vi ogsa ved, at x + y skal give 10, ma x = 5 og y = 5.

Der findes en simpel systematisk made at lgse to ligninger med to ubekendte. Den
er nemmest at forklare igennem et eksempel:
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Vi vil lgse ligningssystemet:
r+y=10 og xr—y=20
Vi starter med at isolere x i den fgrste ligning. Det giver:
r=10—y
Fordi x = 10 — y, kan vi erstatte x i den anden ligning med 10 — y:
10—y—y=0

Det er nemt at se, at y = 5 er lgsning til denne ligning. Vi indsaetter nu denne
y-veerdi i den forste ligning. Altsa vi indssetter y = 5 i ligningen x 4y = 10. Det
giver

x+5=10

Denne ligning har lgsning x = 5, og vi konkluderer, at ligningssystemet (de to
ligninger tilsammen) har lgsningen

r=2>5 og Yy=2>5

Man bestemmer selv, hvilken en ligning man starter med, og hvilken en ubekendt
man isolerer. Det gar godt, sa leenge man indsaetter den isolerede variabel i den
ligning, man ikke tog udgangspunkt i. Der er ogsa valgfrihed i forhold til, hvilken en
ligning man saetter ind i til sidst, nar man altsa har fundet en af de to variable.

@velse 1.7.1
Lgs ligningssystemerne med metoden fra eksempel 1.7.4.

a) 2r+y =238 og y+ax=2x+2

b) dx+2y=6+=x og 2u+r=y+3
1.8 Kvadratsaetninger

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Her pa mathhx vil vi engang imellem stgde pa udtryk som f.eks. (z + 3)2. Man
kan regne udtrykket ved at skrive det som (z 4 3)(x + 3) og gange parenteserne
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ud, men det kan ggres hurtigere ved at benytte en sakaldt kvadratsetning:

Satning 1.8.1 (Kvadratsztninger)
Lad a og b veere to reelle tal. Da geelder

(a+b)* = a* + b* + 2ab (1)

(a —b)* = a* + b* — 2ab (2)

(a+b)(a—b) = a* — b (3)

Seetningerne hedder kvadratsaetninger, fordi "noget i anden” kaldes et kvadrat.

Vi vil regne (z + 3)%. Vi bruger den forste kvadratsaetning.

(z+3)=2"+3"+2-2-3

=22+ 9+ 62
Dvelse 1.8.1
Regn fglgende vha. kvadratssetningerne:
a) (x+4)>
b) (= —1)°
c) (p+a)p—1q

Vi kan bruge kvadratsaetningerne den anden vej ogsa. Dvs. at vi har noget, som
ligner hgjresiden af en kvadratsaetning til at starte med.

Vi vil omskrive 22 + 16 — 8z til et kvadrat (noget i anden).
Vi ser forst, at 22 + 16 — 8z har form som a? + b> — 2ab, hvor a = x og b = 4.
Ifglge den anden kvadratseetning er:
a® 4+ b* — 2ab = (a — b)*
Da vi har a = x og b = 4, giver dette:
2% 416 — 8z = (z — 4)?

40



@velse 1.8.2
Omskriv til kvadrat
a) 12 +52—2-5 1
b) 22+ 2x + 1
c) F2+1?+ 2bF

1.9 Potensregneregler

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Potensregneregler er sma regneregler, omhandlende potenser, som man far brug
for en gang imellem. Der er mange af dem, og vi bruger dem ikke hele tiden, sa
derfor kan de veaere svaere at huske. Hvis du sigter efter topkarakter i matematik
anbefaler jeg, at du leerer dem udenad og traener dem med jeevne mellemrum.
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Satning 1.9.1

Der geelder fglgende regler for regning med potenser:

a’ - ad = gPte

aP _
bl el
ad
(ap)q — gl
(a-b)P =af-V*
(5 =%
b bp
a’ =
a P =
1
a2 —
1
ar —=

=

SUES ; TT’@
S

Leeg maerke til den méske lidt overraskende regel a® = 1.

. . 30
Vi vil bestemme % uden bruge af lommeregner.

. aP . —q.
Vi bruger reglen 7 = a7
530

o = 530-28 _ 52 _ 95
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@velse 1.9.1

Regn uden lommeregner (ved hjalp af potensregneregler):
a) 3—2
b

C

o,

(&

f

g
h) /16 - 25

Ekstra

)
)
)
) 28°
)
)
)

Potensregnereglerne forudsaetter selvfglgelig, at de indgaende stgrrelser er define-
1

rede. Lad os f.eks. sige at @ < 0. Sa far vi problemer med reglen az = /a, da

man ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal. Et andet eksempel er reglen

P, . .
(Z) = 4 som gar galt, hvis b = 0.

Dvelse 1.9.2

I teksten oven over skrev jeg, at b ikke ma veere 0 i reglen:

)=

a) Hvorfor ikke?
1.10 Mangder

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Vi har allede set eksempler pa maengder, nemlig talmaengder som vi mgdte i af-
snit 1.3. Men maengder behgver ikke at besta af tal. De kan besté af alt muligt.
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Kaster vi en mgnt er mulighederne plat og krone. Det kan vi opskrive som en

maengde:
M = {plat, krone}

Hmmm... er der overhovedet nogle, der ved, hvad et mgntkast er nu om dage?

Man kan bruge tegnet "€” til at vise, at et element ligger i en maengde. F.eks. kan
vi skrive, at "plat” ligger i M ved at skrive plat € M.

@velse 1.10.1

Lad T veere maengden bestaende af mulighederne ved et almindeligt terning-
kast.

a) Opskriv T'.
b) Er det rigtigt at (J € T7

Dvelse 1.10.2

Lad K veere maengden bestaende af tallene —2 og 7.
a) Opskriv K.
b) Er det rigtigt at —2 € K?

c) Er det rigtigt at 4 € K7

Mangdeoperationer

Man kan danne nye meengder ud fra eksisterende maengder. Vi starter med noget,
vi kalder den universelle mengde, og betegner med U:

U

Den universelle maengde er "det hele”. Vil vi arbejde med talmeengder kunne U
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veere R. Kigger vi pa et terningkast, er U = {(J, (3, (], €3, () €3}

Blandt elementerne i U udtager vi to maengder A og B:

U

Vi siger, at A og B er delmaengder af U, fordi alle elementerne i A og B ogsa ligger
iU.
Det som de to meengder har tilfeelles kaldes fellesmangden og betegnes AN B:

U

Samler man A og B til en stor meengde, far man foreningsmengden A U B:

U
B

B

Tager man alle de elementer i A, som ikke ligger i B, far man differensmaengden
A\ B
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A\ B

Tager man alle de elementer, som ikke ligger i A, far man komplementermaengden

Z U

Meangderne A og B siges at veere disjunkte, hvis de ikke har noget til faelles:

U

Vi har allede set eksempler pa differensmaengder. 1 afsnit 1.3 Kiggede vi pa
“intervaller med huller”. Her mgdte vi intervallet [0; 10] \ {3}, som er differens-
meengden mellem [0; 10] og {3} og altsa bestar af alle tal i intervallet [0;10],
som ikke ligger i maengden {3}. Dvs. alle tal i [0; 10] undtagen 3.
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@velse 1.10.3

Lad A=1{1,2,3}, B=1{2,3,4} og C = {4}
a) Bestem AN B

b) Bestem AU B

c) Bestem A\ B

d) Bestem B\ A

e) Er A og B disjunkte?

)

f) Er A og C disjunkte?

@velse 1.10.4

Lad A = [2;00[ og antag at den universelle meengde U er R.
a) Bestem A
b) Bestem AN [—3;5]
c) Bestem AU [—3;5]

1.11 Numerisk vaerdi (A)
Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

At tage den numeriske veerdi af et tal betyder, at "ggre tallet positivt”. Man skriver
den numeriske veerdi med to lodrette streger ”| |”.

Vi vil tage den numeriske veerdi af 5. Tallet 5 er allerede positivt, sa den nume-
riske veerdi af 5 er bare 5. Vi skriver

5] =5

Vi prgver nu at tage den numeriske veerdi af —5. Det er et negativt tal, sa vi
fjerner minusset og far 5. Altsa:

|~ 5| =5
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@velse 1.11.1
Regn

a) | -3

b) |2

c) |7(2 = 3)|

Man kan teenke pa den numeriske veerdi af et tal, som afstanden fra tallet til nul.
Den numeriske vaerdi af —5 er 5 fordi at —5 har en afstand pa 5 indtil nul, hvis
man tegnede —5 og 0 pa en tallinje.

Ligninger med numerisk vaerdi

Vi vil stede pa ligninger, som indeholde den numeriske veerdi af en variabel.

Vi vil Igse ligningen:
[ =5

Hvis den numeriske veerdi skal give 5, ma x veere enten —5 eller 5. Det skriver
V1 Som

Tr = =+5

Ligningen har altsa to lgsninger. Dem opskriver vi pa fglgende made:
r=-5 V x=-95

Symbolet V laeses "eller”.

Vi vil lgse ligningen:

lz+2|=5
Hvis den numeriske veerdi skal give 5, ma x + 2 vaere enten —5 eller 5:
r+2=45

Vi kan nu traekke 2 fra pa begge sider:
r=1b—-2
Det giver os to lgsninger:

r=5—2 V x=-5-—-2
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Vi reducerer:

Dvelse 1.11.2
Lgs ligningerne:
a) |z| =4
b) [yl =2

) 3=z -2
d) 52z + 1| =15

C

1.12 Dobbeltuligheder (A)

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

En dobbeltulighed er en ulighed med to ulighedstegn. Den kunne f.eks. se saledes
ud:
3<2r+1<9

Taenker man lidt over det, sa er det klart, at sadan en dobbeltulighed bare er en
kompakt made at skrive to uligheder, nemlig:

3<2x+1 og 20 +1<9
De to uligheder kan vi lgse pa seedvanlig vis (ggr det!), og det giver:
x>1 og x <4

Sa x skal altsa veere stgrre end 1, men mindre end 4. Dvs. x skal ligge imellem 1
og 4. Det kan vi ogsa skrive som:

l<x<4

og dette er sa lgsningen til dobbeltuligheden.
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Dvelse 1.12.1
Lgs ulighederne:
a) l<z—-1<5H

~1,5 < — % < —0,25

d —15< —% < —0,25. Start med at argumentere for at b > 0.

)
b) x+1<2r<x+2
c)

)

Dvelse 1.12.2
Vi vender tilbage til uligheden fra sporgsmal d) i ovenstaende gvelse.

a) Hvorfor er det ngdvendigt at argumentere for at b er positiv?

Dvelse 1.12.3
Opskriv lgsningsmeengden for dobbeltulighederne fra 1.12.1.

a) l<x—1<5

b) z+1<2z<z+2
¢) 1,5 < —% < —0,25
d) —1,5 < —30 < —0,25 (forudsaet at b > 0).

1.13 GeoGebra

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

GeoGebra er et gratis matematikprogram, der kan stort set alt, hvad vi har brug
for pA HHX. Generelt leerer man mere af at regne opgaver med papir og blyant end
at regne dem i GeoGebra, sa derfor vil vi primaert regne opgaver i handen.

Man kan bruge GeoGebra online, men det er forbudt. Du skal i stedet down-
loade det pa din computer. Vi far brug for den version, der hedder "Classic 6” og

den kan hentes her:

Mac: https://itunes.apple.com/us/app/geogebra-math-apps/id1182481622

Windows: https://download.geogebra.org/package/win-autoupdate

Nar du har downloadet GeoGebra skal du konfigurere det. Klik pa hamburger-
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ikonet og klik ”Settings” (eller "Indstillinger”, hvis det allerede er pa dansk):
XA OO LN 2P 1=

File

ICé

1> ON Dl«e A T O+ B

=+ Input... :N —d
New

Open

Save online

Save to your computer

Export Image
Share

Download as...
Print Preview
Edit
Perspectives

View

2

Settings

Veelg "Danish/Dansk” som sprog, 10 decimaler som afrunding og gem indstillin-
gerne:

| o2 7 D@0 LN 2 Q

+ Input... EN @ Global

1 Sprog:§ Danish / Dansk -

2 Afrunding:§ 10 decimaler ~

< & & X

—>
-3 Meerkat: v

-1

Font sterrelse: 16 pt ~
-2

3 GEM INDSTILLINGER

-4 NULSTIL INDSTILLINGER
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@velse 1.13.1

I denne gvelse skal du installere og konfigurere GeoGebra
a) Download GeoGebra.
b) Velg sprog og afrunding.

¢) Gem indstillingerne.

De forskellige dele af GeoGebra vil blive introduceret i takt med, at vi far brug
for dem.

Brug af GeoGebra som lommeregner

Man kan bruge GeoGebra som en almindelig lommeregner, man skal bare huske
at kommatal skrives med punktum i stedet for komma.

Sadan skriver man de forskellige operationer ind i GeoGebra:

Plus | Minus | Gange | Dividere | Oplgfte | Komma
+ - ¥ / B

Vi vil regne 2,53 + % i GeoGebra. Vi taster:
2.573+15/3

og far:

XA 7 L D@ O

15 .
2534 = :
+ 3|

+
= 20.625

Vi ser det giver 20,625
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Dvelse 1.13.2
Regn i GeoGebra

2324123
a) 47

Lgsning af ligninger og uligheder

Det er nemt at Igse ligninger og uligheder i GeoGebra. Man bruger kommandoen
Lgs.

Vi vil Igse ligningen 2x 4+ 1 = 4 Vi skriver:

QOA/A/.D'@@‘

Los(2x + 1 = 4)

Det giver:

R oA OO«
1= Lgs(2x+1 = 4) =
= {3} -

Vi kan fa lgsningen som kommatal (efter vi har bestem den eksakt) ved at
trykke pa "~":

K| oA 7 DO O «

1= Les(2x+1 = 4) =AY

Vi far sa
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R| oA~ D> OO «
1 = NLgs(2x+1 = 4) =AY

~{x = 1.5} B

Lgsning til ligningen til ligningen er altsa x = 1,5.

@velse 1.13.3
Lgs folgende ligninger og uligheder i GeoGebra
a) 22 —3x =7

b) T(z —4) < 3z + 1

GeoGebra CAS

Vil man lave mere avanceret bogstavregning, skal man abne et seerligt vindue
kaldet C'AS. Man abner CAS sadan her:

=]~ v S0y = x= f [ & 1 =]
1 ‘.}, 5 Q;ﬁFil

/" Rediger

¢ Perspektiv

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2
3 O Algebra vindue
7 « @ CAS

Man kan bruge CAS til at reducere:

Vi vil reducere 2a + 0,5a + b. Vi skriver det ind i CAS:

=| = v % ) Ny x=

1 2a+0.5a+b =Jx-
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Det giver

=| = v % () x=

2a+0.5a+b X=

1

- ga+b

Hvis vi ikke vil have brgker, kan vi trykke "~”. Husk altid at trykke pa den
knap, nar GeoGebra viser et stort og meerkeligt facit.

= Voo () Ny x=

2a+05a+b
= 2.53+b

x=
Vi konkluderer at
2a +0,5a+b=25a+0b

Man kan ogsa bruge GeoGebra til at isolere en stgrrelse i en ligning.

Vi vil isolere b i udtrykket 2a + b?> = ¢. Vi dbner CAS og skriver:

=| = v 5% () "y

1 Lgs(2a+b*=c,b) .

Leeg meerke til, at vi har skrevet ” b” efter 2a + b* = c. Det betyder at det er b
vi gerne vil finde. Det giver:

= Vv

22 ) N x= x=

Lgs(2a + b? = c,b) X-

- {b_— —2a+c, b_\/—2a+c}

1

Vi ser, at der er 2 muligheder for b:

b=+v—-2a+c og b=—vV—2a+c
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Specialtegn i GeoGebra

Star man og mangler et symbol, kan man finde det i GeoGebra-tastaturet. Er
tastaturet ikke fremme kan du fa det frem ved at klikke pa et inputfelt, hvorefter
du kan klikke nede i hjgrnet:

R oh OO LN e Q=

+ 11 . ~d
B P dil--fo 1 29\?

4 Q

Skal vi f.eks. lgse uligheden 5x < 7x — 1, far vi brug for symbolet "<”. Det kan vi
finde i GeoGebra tastaturet:

R]A 7 2D OO LN 2 Q =
+ Input... ;N w :_é
1 i
123 | (i) | ABC  #8- - X
sin cos tan % ! $
sin? cos™ tan { } 2 < =
In log1o log, *x / ‘ &
e” 10 8/ < > «
Dvelse 1.13.4
Find felgende symbolder i GeoGebra.

a) >
b)
c) o0
d)

Tallet e som vi skal leere mere om senere. Find det og tryk pa det. Hvilken
veerdi har tallet?
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Pa Mac er der genveje for mange symboler som man kan fa frem ved at kombinere
hgjre option-knap med forskellige tegn:

Her er nogle eksempler:

< > v o0
OPTION + < | OPTION + SHIFT + > | OPTION + v | OPTION + 5

@velse 1.13.5
Denne gvelse er kun for MAC-brugere.

a) Afprgv nogle af genvejene i ovenstaende tabel.

1.14 Andre vaerktdgjer

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Lommeregner

Jeg anbefaler at man medbringer en lommeregner. Standardvalget vil veere en
Texas Instruments TI-30-model (der er lige meget, hvilken en af dem, det er).
Man kan klare sig uden, men det vil ggre nogle ting nemmere. Bruger man en
lommeregner, er der dog nogle ting, man skal veere opmeerksom pa. F.eks. har
TI-30 to slags minus’er. Har du styr pa, hvornar man bruger det ene, og hvornar
man bruger det anden?

Vil man ikke medbringe en lommeregner, kan man bruge GeoGebra som lomme-
regnere. Online lommeregnere er ikke tilladte.

Word

I kommer til at lave nogle af jeres afleveringer i Word. Nar man skriver matematik
i Word, er det vigtigt, at man altid bruger "Indseet ligning”:
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& Word Filer Redigen Indszet | Formatér Veerktgjer Tabel Vindue Hijaelp

Billeder >
Figur >
>
>

[ ] Automatisk lagring Dokument1

Hjem Indset Tegning > o ... 2’ Redigering v

|-_ I-j . A . Diagram
Tabel...
Seet ind Skrifttype Tilfajelsesprogrammer
<3 Lyd

Film

Ikoner...

3D-modeller
Tilfgjelsesprogrammer

Hyperlink...
Bogmeerke...
Krydshenvisning...

Kommentar

Skift

Fodnote...
Billedtekst...

Indeks og tabeller...
Vandmeerke...
Sidetal...

Tekstfelt

Autotekst

Dato og klokkesleet...
Objekt...

Filer...

Felt...

Ligning
Avanceret Symool...

P& Mac kan man ogséa trykke “control” 4+ "+ (altsd control og plus-symbolet
samtidig) for at fa en ligning. Nar man har gjort det, kommer denne her frem
(efter vi har maksimeret vinduet):

Automatisk lagring @ () D9v 0@ Dokument2 Sgg (Cmd + Ctrl + U)
Hjem Indsaet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse Vis  Ligning () Kommentarer f Redigering v

TU~ | unicode e'\Av + #~lx|+|1]e|<|«|>|»l<|=|F T\ vexv'\'w“fvj‘i\_v ; v {()} v sinf v dv }Iil]’]:‘v A vB'i' .
© viaja

| =
{} Latex
Ligning Konverter v ¥ |Vivln|o|%|°|F|c|a Brok  Script Rodtegn Integral  Stor Parentes Funktion Markering Granse Operator Matrix

ab Tekst operator oa loa

[Skriv ligningen her. ‘

Her kan du veelge forskellige symboler

Vi vil skrive udtrykket z; = %G\/E ind i Word.

58



Forst skriver vi x_1= og den laver selv x_1= om til x; = (ellers tryk space lige
efter du har skrevet x_1).

Nu skal vi have en brgk, sa vi trykker:

Almindelig brek

: |Skriv ligningen her.

Vi kan nu skrive resten ind. Kvadratroden findes pa tilsvarende made som brg-
ken. Her er resultatet:

—b—+d
=T

Beautiful!

Dvelse 1.14.1

Skriv fglgende udtryk ind i Word

a) f!(wo) = limp, o L0 tAT o)

Dvelse 1.14.2

Lad os sige at en elev skriver fglgende i en aflevering.

Jeg skal lgse ligningen 2x+1=0 for at...

a) Hvad er det galt med dette?
Det er seerligt slemt nar der optraeder * og / i afleveringer fra elever. Det skal

veere det rigtige gangetegn, og division skal vaere med en rigtig brgk. Sa husk Brug
altid ”Indseet ligning”, nar du skriver matematik i Word.
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Matematik 1 Excel

Vi far brug for Excel ogsa. Det vil blive forklaret hvordan, nar vi nar sa langt,
men det er vigtigt, du har Excel installeret (og ja... det skal veere Excel og ikke
et alternativ).
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Kapitel 2

Funktioner

Funktioner er centrale i matematikundervisningen pa HHX. De bruges, nar man
gerne vil beskrive sammenhaengen mellem to sterrelser. Det kunne f.eks. veere
sammenhaeng mellem salg og indtjening for en virksomhed, eller hvordan en pris
har udviklet sig over en arraekke.

I dette kapitel skal vi kigge pa flere begreber, som knytter sig til funktioner.
Praktiske eksempler kommer i de senere kapitler.

2.1 Introduktion til funktioner

En funktion er sammenknytning af to maengder. Det skal forstas pa den made,
at til hvert element i den forste meengde knyttes netop ét element i den anden
maengde. Det er nemmest at forsta med et eksempel:

Diagrammet ovenover viser en funktion, som til hvert tal knytter det dobbelte tal.
Til 1 knyttes 2, til 2 knyttes 4 osv. Vi kalder tallene i den fgrste maengde for x’er
(dvs. 1,2,3 osv.) og tallene i den anden mengde er y’er (2,4,6 osv.). Vi kalder
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ogsa y’erne for funktionsveerdier. Funktionens navn er f.

Dvelse 2.1.1

I denne gvelse tages udgangspunkt i den konkrete funktion, som er beskrevet
ovenover.

a) Hvilket tal knytter f til tallet 57

b) Hvis x = 4, hvad er sa y?
¢) Hvad er funktionsveerdien nar v = —37
d) Hvis y = 20, hvad var s& x?

Forskrift

Vi beskriver ofte funktioner vha. en forskrift. Tager vi den for omtalte funktion,
kan vi beskrive den med forskriften f(x) = 2z. Her er f funktions navn, og 2z
betyder, at vi skal gange hvert x med 2 for at fa den tilhgrende funktionsvaerdi
(dvs. y-veerdien).

Vi regner funktionsvaerdien hgrende til x = 15:
f(15)=2-15= 130
Funktionsveerdien hgrende til = 15 er altsa 30.

Leeg maerke til, at der star f(15) = 30 i stedet for y = 30. Det er smart, da man
sa kan se, at man har fat i den funktionsveerdi, der hgrer til 15. Udtrykket f(x)
laeses "f af x” og f(30) leeses "f af 30”.
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Dvelse 2.1.2

Vi bliver ved den samme funktion f(z) = 2z.
a) Bestem f(—7) og f(9).
b) Laes hojt ”f(x) og f(3)”

Nar vi skal opskrive en funktion, vil vi normalt ikke lave et diagram, vi vil ngjes
med angive forskriften.

Lad f(x) = 3z + 1. Vi regner funktionsveerdien f(7) ved at seette 7 ind i stedet
for z i forskriften:
f(7)=3-T+1=22

Sa f(7) = 22.
Nogle gange hedder funktionen ikke f. Den kunne ogsa hedde g, eller A. Kun
fantasien seetter graenser her.
@velse 2.1.3
Betragt funktion g(x) = 2x — 1.
a) Bestem funktionsveerdien, der hgrer til z-veerdien 3.
b) Regn g(6), 9(0) og g(—1).

¢) Ved at prgve dig frem, skal du finde den z-veerdi, som giver funktionsveer-
dien 7.
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Dvelse 2.1.4

Betragt diagrammerne:

()R

) Bestem en forskrift, som passer med diagrammet for funktionen f.

b) Bestem en forskrift, som passer med diagrammet for funktionen h.

Nar vi har en funktion, kalder vi x for den uathsengige variabel, fordi vi selv kan
bestemme, hvilken z-vaerdi vi putter ind i funktionen. Vi kalder y for den athaengige
variabel, da den jo athsenger af den z-veerdi, vi putter ind i funktionen.

Konstante funktioner

En konstant funktion er en funktion som f.eks. f(x) = —53. Mange bliver for-
virrede, nar de mgder konstante funktioner fgrste gang — for hvordan skal man
regne funktionsveerdierne, nar der ikke er noget x i forskriften? Det er dog meget
nemt:

Lad f(x) = —53. Vi bestemmer funktionsveerdien f(6) ved at sezette 6 ind pa
x’ets plads. Det bliver vi dog hurtigt feerdig med, da der slet ikke er noget x i
forskriften. Sa f(6) = —53
@velse 2.1.5
Bestem funktionsvaerdierne

a) f(3) og f(=5), nar f(z) =4

b) g(—2) nar g(z) = —22°
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Beregning af z ud fra y

Har man en forskrift f(z), og en funktionsveerdi y, kan man finde z-veerdien ved
at sette y ind i stedet for f(z) i forskriften.

Lad f(z) = 4z—1. Vivil gerne finde den z-veerdi, som hgrer til funktionsveerdien
7. Vi seetter 7 ind i stedet for ”f(z)” og lgser ligningen:

flz) =42z —1
T=4r—1
8§ =4z
r =2

At seette 7 ind i stedet for f(z), som vi gjorde i eksemplet, kaldes ogsa at lgse
ligningen f(x) =T7.
Dvelse 2.1.6
Lad f(z) = =3z + 1.
a) Bestem x, sa funktionsveerdien y er 10.

b) Lgs ligning f(x) = 0.

@velse 2.1.7 (Sveer)
Lad f(x) = 22
a) Lgs ligningen f(z) =9

2.2 Grafer

En graf er et grafisk billede af en funktion tegnet i et koordinatsystem. I dette
afsnit skal vi leere, hvordan man tegner grafer med papir og blyant, sa find noget
ternet papir og blyant frem.

Koordinatsystemer og punkter

Et koordinatsystem ser saledes ud:
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Den bla linje kaldes xz-aksen og den rgde kaldes y-aksen. Normalt farver man ikke
akserne, det var bare et paedagogisk trick.

I koordinatsystemet kan man tegne punkter. Et punkt er et talpar som f.eks.
P(3,2)

Det forste tal (dvs. 3) kaldes z-koordinaten og det andet tal (dvs. 2) kaldes y-
koordinaten. Har man sveert ved at huske, hvad der kommer fgrst, kan man huske
at x kommer for y i alfabetet. Vi kan tegne punktet P ind et koordinatsystem ud
fra 3 pa z-aksen og 2 pa y-aksen som vist her:

T
S




Dvelse 2.2.1
Betragt koordinatsystemet med punkterne O, P, () og R.

a) Opskriv punktet P

b) Opskriv punktet R

c) Hvad er y-koordinaten til Q7
)
)

d) Hvilke punkter ligger pa x-aksen?

e) Hvilke punkter ligger pa y-aksen?

Om lidt skal du selv tegne koordinatsystemer. Her tager det lang tid, hvis man
skal skrive alle tallene pa akserne, sa man vil typisk bare skrive et enkelt tal pa
hver akse:
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Dvelse 2.2.2
Tegn et koordinatsystem pa et stykket ternet papir.
a) Tegn punktet P(1,—2) ind i koordinatsystemet.
Nar man angiver punkter, behgver man ikke at navngive dem med P, (), osv.

Altsa man kan angive et punkt som (3, 2) i stedet for P(3,2). Hvis ikke man har
brug for at refere til punktet senere hen, vil man typisk ikke give det et navn.

Tegning af grafer i koordinatsystemer

Man tegner en graf ved fgrst at lave en tabel. Vi konstruerer tabellen ved at veelge
nogle x-veerdier og derefter udregne de tilhgrende funktionsveerdier. En sadan tabel
kaldes et sildeben.

Vi konstruerer et sildeben for funktionen f(z) = 2. Vi veelger z-veerdierne til
at ga fra —4 til 4. Vores sildeben kommer sa til at se saledes ud:

x| —4|-3|-2|-1]0/1|2]3 4
flz)|—8|—6|—4|-2]0|2/4]6]|8
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Den nederste raekke er bestemt ved at regne:

Dvelse 2.2.3

Nedenunder ses et sildeben for funktionen f(x) = 222 — 10.

x |-3|-2/-1| o0|1|2]|3
flz)| 8] =2 ~10 8

a) Regn de tomme felter.
Har man et sildeben, kan man tegne en graf. Hver kolonne i sildebenet bliver til

et punkt i et koordinatsystem. Her bliver z-veerdien punktets z-koordinat og f(z)
bliver punktets y-koordinat. Punkterne, man tegner, kaldes stgttepunkter.

I gvelse 2.2.3 lavede vi et sildeben for funktionen f(x) = 2z. Det sa saledes ud:

x| —4|-3|-2|-1]0/1|2]3 4
flz)|—8|—6|—-4|—-2]0|2|4]6]|8

Vi tegner grafen for f ved at afsaette punkterne fra sildebenet i et koordinatsy-
stem. Fgrste punkt bliver (—4, —8), fordi x = —4 og f(—4) = —8. Tegner vi alle
punkterne fra sildebenet far vi:
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104
9
8
7
6
5
4
3
9

T 1 T T T T 1T T 1
-10-9 -8 =7 -6 =5 -4 -3 -2 —1

Derefter forbinder

vi punkterne med en kurve:

14
®-2—
34
44
L5
6
74
8-
94
—104
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—104

Vi kan se, at grafen er linje. Funktioner, hvis grafer er rette linjer, kaldes lineaere
funktioner. Der findes enklere metoder til at tegne dem — det ser vi pa i neaeste
kapitel

Dvelse 2.2.4
Betragt sildebenet for funktionen g:

Flx)|=9| 1|7l9|7]1]-9

a) Tegn grafen for g

Laeg meerke til at grafen i ovenstaende gvelse er rund i toppen. Den er IKKE
spids. Det er en almindelig fejl at tegne blgde kurver spidse.
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Dvelse 2.2.5
Lad f(x) = 23 + 322 og det tilhgrende sildeben:

x —4|=3|=2| |o[1] 2
flz)| 16 412/0] |20

a) Udfyld de manglende felter i sildebenet.
b) Tegn grafen for f.

Dvelse 2.2.6
Lad f(z) = -3.
a) Tegn grafen for f,

Dvelse 2.2.7
Lad f(z) = —z + 4.
a) Ligger punktet (30, —25) pa grafen for f 7

@velse 2.2.8 (Svaer)
Lad r(z) = 1.
a) Tegn grafen for funktionen r.

VINK: Du far brug for mange stgttepunkter med z-veerdier teet pa nul (f.eks.
r=-0,5 =0,5).

Skaering mellem grafer

Har man to funktioner f og ¢, finder man skaeringspunkter ved at saette f(z) =
g(x) og lgse ligningen.

Vi vil gerne finde skaeringspunktet mellem f(x) = —2x + 2 og g(x) = 2z. Vi
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lgser ligningen:

f(z) =g(x)
—2r+2=2x
—4r = -2
—2
r=—
—4
1
T = —
2

Sa x-koordinaten til skaeringspunktet er % Vi finder y-koordinaten ved at saette
x-veerdien ind i forskriften for f eller g. Vi veelger g da den er simplest:

1 1
“l=92.- -1
g(z) 2

Altsa skeerer f og g hinanden i punktet (%, 1).

Dvelse 2.2.9

Beregn eventuelle skaeringspunkter mellem funktionerne
a) f(r)=2x+1 og g¢g(zr)=—-x+4
b) f(x)=2x og g(x)=2x+2

c) flz) =3 og glz)=w= (sver)

Begraensede funktioner og deres grafer

Der kan optraede begraensninger pa funktioner. Betragt funktionen
flz)=2z , —-2<z<]1

Denne funktion er magen til funktionen f(x) = 2z, bortset fra z skal ligge i
intervallet [—2; 1[. Tegner vi grafen ser den saledes ud:
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-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

/2

Her har vi begraenset grafen, sa alle xz-veerdierne ligger i intervallet [—2;1[. Da
r = —2 ligger i [—2; 1] er punktet (—2,—4) en del af grafen, hvilket vi markerer
med e. Da x = 1 ikke ligger i [—2; 1], ligger punktet (1,2) ikke pa grafen, hvilket
vi markerer med o. Begraensningsintervallet [—2; 1[ kaldes definitionsmaengden for
f, og den skal du leere mere om i naeste afsnit.

Dvelse 2.2.10
Lad g
flx)==, 2<x<8
x
0g
glx)=3 , =>4
a) Tegn graferne for f og g i samme koordinatsystem

Funktioner har kun én y-veerdi til hver z-vaerdi

Funktioner har kun én y-veerdi til hver xz-veerdi, og dette har betydning for, hvor-
dan grafer kan se ud.

Betragt cirklen:
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1 2 3 4 )

Vi ser, at cirklen gar igennem bade (2,1) og (2,3). Sa hvis cirklen var graf for
en funktion skulle f(2) bade veere 1 og 3 pa en gang. Maske kunne man aftale,
at f(2) = 1 i hverdagen, og f(2) = 3 i weekenden og pa den made ggre alle
glade? Nej i matematik kan noget ikke have to forskellige veerdier pa en gang,
sa derfor kan cirklen ikke veere graf for en funktion.
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QDvelse 2.2.11

Betragt kurverne:

a) Kan brun kurve veere graf for en funktion?

c¢) Kan rgd kurve veere graf for en funktion?

)

b) Kan gron kurve veere graf for en funktion?
)
)

d

Kan bla kurve veere graf for en funktion?

2.3 Definitions- og veerdimaengde

Vi skal nu leere nogle nye begreber, som I sikkert ikke har set fgr. Nar man fast-
laegger betydningen at et nyt begreb kalder man det en definition.

Definition 2.3.1

Lad f veere en funktion.

Definitionsmangden for f er meengden af mulige x’er og betegnes Dm(f).

Verdimaengden for f er maengden af mulige y’er og betegnes Vm( f).
Vi ser at ovenstaende definition fastleegger betydningen af begreberne definitions-

mangde og vaerdimangde. Vi kan illustrere indholdet af definitionen med et kon-
kret eksempel:
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Vm(f)< 44

T
4
~

Dr(f)

Vi husker, at symbolet "o” betyder, at punktet ikke ligger pa grafen, mens at ”e”
betyder, at punktet ligger pa grafen, sa i dette eksempel er

Dm(f) =]1;7]  og  Vm(f) = [2;6]

Laeg maerke til, at veerdimeengden starter i y = 2 (det laveste punkt pa gra-
fen).

Er et endepunkt pa en graf ikke markeret med en bolle, betyder det, at funktionen
ikke stopper, men fortseetter ud af koordinatsystemet.

Betragt funktionen




Vi kan se, at funktionen fortsaetter ned til hgjre, og der er derfor ingen begraens-
ning pa definitions- og veerdimaengden i den retning. Sa

Dm(f) = [=4;00[ og Vm(f) =] —o00;3]

@velse 2.3.1
Betragt graferne for to funktioner f og g:
54°Y
4
1-
—5—4—3—2—£1_ 1 2 3 4 5
Wm
7 9
4
_54
a) Bestem definitions- og veerdimeengden for f.
b) Bestem definitions- og veerdimaengden for g.

Definitionsmangde ud fra forskriften

Man kan bestemme definitionsmaengden ud fra forskriften. Lad os tage nogle ek-
sempler for at se hvordan.

I sidste afsnit mgdte vi funktionen med forskriften:
flz)=22x , —2<zx<]1
Vi kan se pa forskriften at grafen er begraenset til de punkter som opfylder
—2<z<l1

Det ma betyde at Dm(f) = [—2; 1].
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Kigger vi pa funktionen
g(x) =2z

sa er der ingen begrzensninger pa, derfor er Dm(g) = R.

Betragt nu funktionen
h(z) = Vx
Man kunne vi godt tro at Dm(h) = R, da der ikke er skrevet nogle begraens-

ninger pa. Men denne funktion er naturligt begraenset, fordi man ikke kan tage
kvadratroden af negative tal, sa Dm(f) = [0; 0o.

Dvelse 2.3.2
Lad f(z) =1

a) Regn f(4), hvis det kan lade sig ggre.

b) Regn f(—%), hvis det kan lade sig gore.

c) Regn f(0), hvis det kan lade sige ggre.

d) Bestem definitionsmaengden for f, og begrund dit svar.
@velse 2.3.3

Lad f(z) = Vx — 2.
a) Regn f(6), hvis det kan lade sig ggre.

) (
b) Regn f(2), hvis det kan lade sig ggre.
c) Regn f(1), hvis det kan lade sig gore.
)

d) Bestem Dm(f) og begrund dit svar.
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@velse 2.3.4
Bestem definitionsmaengden for funktionerne
a) flx)=a® -2+ a2 +1
b) flx)=v2?+1 | x<2
c) f(z) =%
d) flz)=2
e) f(z) = 35
f) f(z) =+v—22+41 (sveer)

2.4 Nulpunkter og fortegn
Vi husker, at vi indfgre ny begreber i matematik vha. definitioner.

Definition 2.4.1

Lad f veere en funktion.

Et nulpunkt for f er en x-veerdi, som opfylder, at f(x) = 0.

Vi vil undersgge om = = 3 er nulpunkt for funktionen f(x) = 2z — 6, sa vi
regner f(3):

f(3)=2-3-6
=0

Da f(3) =0, er x = 3 nulpunkt for f.
Lad os prgve x = 4:

fA)=2-4-6
=2

Da f(4) ikke er nul er z = 4 ikke et nulpunkt.
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Dvelse 2.4.1

Lad f(x) = 2* — 16 og g(z) = \/z — 3
a) Er z = 4 nulpunkt for f?
b) Er x = —4 nulpunkt for f?

¢) Er x = 4 nulpunkt for g7

Det er altsa nemt tjekke, om en x-veerdi er et nulpunkt, men hvordan finder man
mon nulpunkterne fgrste omgang? Vi starter med at se pa det grafisk.

Nulpunkter og fortegnsundersggelse ved grafisk aflaesning
Lad os tage udgangspunkt i en grafen for en konkret funktion f:

51 Y

Vi vil fgrst bestemme nulpunkter for f. Man bestemmer nulpunkter ved at aflaese,
hvor grafen skaerer x-aksen. Vi ser, at funktionen skeerer x-aksen i z = —2, x =1

og x = 3, og vi kan konkludere:

Funktionen f har nulpunkterix = -2, x =1 og z = 3.

Her vist pa grafen:
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nulpunkter

Dvelse 2.4.2 (Svaer)
Ifglge definitionen er et nulpunkt en z-veerdi som opfylder at f(z) = 0.

a) Forklar, hvordan det kan veere, at der er nulpunkter der, hvor f skeerer
xr-aksen.

Nar man har nulpunkterne for en funktion, kan man lave en fortegnsundersoggelse
for funktionen. Det betyder, at man bestemmer de z-veerdier, hvor funktionsvaer-
dierne er hhv. positive og negative. Det kan man ggre ved at aflaese, hvor grafen
er hhv. under og over x-aksen.

Nar man laver fortegnsundersggelsen, opskriver man ogsa nulpunkterne. Resultatet
af fortegnsundersggelsen kaldes funktionens fortegnsvariation.

Vi ser, at grafen er under x-aksen, nar x ligger i intervallerne | — oo; —2[ og ]1; 3],

mens grafen er over x-aksen nar x ligger i | — 2; 1] og |3; 0o]. Vi skriver:
Funktionen f er negativ pa | — oo; —2[ og |1; 3]

Funktionen f er positiv pa | — 2; 1] og |3; oo].

Funktionen f er nul nar x = -2, x =1 og x = 3.

Her vist pa grafen:
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nulpunkter

Laeg meerke til at intervallerne for fortegnsundersggelsen er langs x-aksen.
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@velse 2.4.3
Betragt grafen for funktionerne f og g:

a) Bestem nulpunkterne for f.

b

Lav en fortegnsundersggelse for f.

)
)
¢) Bestem nulpunkterne for g.
d)

Bestem fortegnsvariationen for g.

Ikke alle funktioner har nulpunkter.

Betragt grafen for en funktion f:
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Da f ikke skaerer x-aksen, har f ingen nulpunkter. Da funktionen er negativ for
alle z-veerdier, er det simpelt at lave en fortegnsundersggelse. Vi skriver blot:

Funktionen f er negativ.

Dvelse 2.4.4

a) Bestem f(—3).

Bestem nulpunkter for f.

)

b) Tegn grafen for f.
)
)

Lav en fortegnsundersggelse for f.

Nulpunkter og fortegn ved beregning

Man beregner nulpunkterne ved at seette f(x) = 0 og lgse ligningen.

Vi gnsker at beregne nulpunkter for funktionen f(z) = 2z — 2. Vi leder altsa
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efter z’er, som opfylder at f(z) = 0. Vi stiller det op som en ligning:

flz) =0

20 —2=0 (da f(z) =2z —2)
20 =2
r=1

Altsa har f(z) netop et nulpunkt, som er x = 1.

Dvelse 2.4.5

Bestem ved beregning nulpunkterne for fglgende funktioner:

) 9(z) = —x

c) f(z)=2(zx+1)
d) f(zr) =z —1 (sveer)
&) flx) == (svaer)

Fortegnsundersggelse ved beregning

Nar man har beregnet nulpunkterne, er det ikke svaert at lave en fortegnsunder-

sggelse. Man ggr det ved at vaegle nogle x-veerdier, som omgiver nulpunkterne, og
indsaette dem i funktionen. Derfra kan man afleese fortegnene.

Lad f(x) = 3z + 6. Vi vil lave en fortegnsundersggelse.
Vi finder fgrst nulpunkter:

flz) =
d3x+6=0

3r = —6

=6

YTy

r = —2
Funktion har altsa nulpunkt i x = —2. Vi veelger forst en x-veerdi til venstre for
nulpunktet (dvs. en z-veerdi som er mindre end —2) Vi tager x = —3, men vi
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kunne ogsa have taget x = —4, x = —5 osv. Vi veelger sa en x-veerdi til hgjre
for nulpunktet. Her tager vi x = 0. Vi regner nu de tilhgrende funktionsvaerdier.

f(=3)=3-(=3)+6=—-3 og f(0)=3-0+6=56

Vi skriver nulpunktet og de to funktionsvaerdier ind i et sildeben.

x —31—-2|0

f(x)| =3 0|6
Vi kan se at funktionsveerdierne er negative til venstre for x = —2 og positive
til hgjre for x = —2, sa det giver os fortegnsvariationen:

f(z) <0 pa]—o0;—2].
f(z) >0pa]—2;00][
f(z) =0 nar z = —2.
@velse 2.4.6

Lad f(z) = —0,bz + 2

a) Lav en fortegnsundersggelse for f.

@velse 2.4.7
Funktionen h(z) = x? — 6x + 8 har nulpunkter i x = 4 og x = 2.

a) Velg forst nogle z-veerdier som omgiver nulpunkterne (dvs. du skal ogsa
veelge en x-veerdi imellem de to nulpunkter). Veelg de a-veerdier som er
nemmest at regne med.

b) Lav et sildeben med nulpunkterne og de valgte z-veerdier. Beregn de til-
hgrende funktionsvaerdier og saet dem ind tabellen.

¢) Opskriv fortegnsvariationen.

2.5 Ekstrema og monotoniforhold

Et ekstremum (flertal: ekstrema) er en maksimal eller minimal funktionsveerdi for
en funktion. Funktionens monotoniforhold er en beskrivelse af, hvor den vokser og
aftager. Lad os tage udgangspunkt i en konkret funktion f:
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1 2 3 4 5

Vi vil nu bestemme ekstrema for f — altsa de punkter hvor f har minimum og
maksimum. Vi ser, at den mindste funktionsveerdi findes i punktet (2,1). Dette
punkt kaldes et globalt minimum, fordi det er det mindste punkt pa hele grafen.
Vi skriver:

Funktionen f har globalt minimum i z = 2 med minimumsvaerdi 1.

Vi kigger nu pa punktet (1,2) Dette punkt er ikke det hgjeste punkt pa hele grafen,
men det er det hgjest punkt, nar man begreenser sig til z-veerdier teet pa x = 1.
Derfor er det et lokalt maksimum. Vi skriver:

Funktionen f har lokalt maksimum i x = 1 med maksimumsveerdi 2.

Nu kunne man tro, at funktionen havde globalt maksimum i (4,5), men dette
punkt ligger slet ikke pa grafen, sa det kan ikke vaere maksimum for funktionen.
Funktionen har slet ikke noget globalt maksimum — uanset hvilket punkt vi veelger
pa grafen, kan vi altid finde et punkt, som ligger hgjere.

Her er ekstremumspunkterne vist pa grafen:

51 Y
4_
3_
lok. maks.
2_
1_
glob. min, o
T T T T T

1 2 3 4 5
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Vi bestemmer funktionens monotoniforhold ved at angive de intervaller pa x-aksen,
hvor funktionen er aftagende/voksende/konstant. Vi ser at grafen aftager, indtil
vi nar det globale minimum i x = 2, hvorefter den vokser, indtil den slutter ved
x = 4. Vi skriver:

Funktionen f er voksende pa [2,4].

Man kan undrer sig over, at 2 er med i begge monotoniintervaller. Men man kan
ogsa lade vaere med at undre sig og taenke: "sadan er det nok bare”. Hvis du undrer
dig, sa tjek ekstraafsnittet til slut.

Her er det vist pa grafen:

51 Y
4 -
34 f
lok. maks.
2 .
1 .
glob. min, T
1 f T | T
1 2 3 4 5
~
Voks.

Laeg meerke til, at monotoniintervallerne er intervaller langs z-aksen.

En funktion, der hverken vokser eller aftager, siges at vaere konstant.

Betragt grafen
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Vi bestemmer fgrst ekstrema. Vi ser, at (—3,1) er det laveste punkt pa grafen,
sa vi konkluderer:

Funktionen har globalt minimum i x = —3 med minimumsveerdi 1.

Vi bestemmer nu monotoniforhold. Det er nemt, da funktionen er voksende over
det hele. Vi kunne skrive at f er voksende pa [—3; oo, men da der ikke er nogle
skift i monotoniforholdene, skriver vi bare:

Funktionen f er voksende.

Vi vil bestemme monotoniforhold for funktion f med grafen:
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Vi ser, at funktionen hverken vokser eller aftager, dvs. den er konstant. Vi
konkluderer:

Funktionen f er konstant.
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Dvelse 2.5.1

Betragt graferne:

h

a) Bestem ekstrema for f:

b

Bestem monotoniforhold for f

d

Bestem monotoniforhold for ¢

)
)
c) Bestem ekstrema for g
)
)

e) Bestem monotoniforhold for h

En funktion kan godt have flere globale ekstrema. At et punkt er et globalt maksi-
mumspunkt, betyder bare, at der ikke er nogle punkter, som er hgjere. Tilsvarende
med globale minima.

Betragt grafen for en funktion f
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Funktionen f har globalt minimum i bade z = 1 og x = 4. Minimumsvaerdien
er 2.

Dvelse 2.5.2 (Svaer)
Betragt grafen for funktionen f:

5 1y 13 0 1 2 3 4 5

a) Bestem ekstrema for f

Ekstra

Vi skal nu se, hvorfor ekstremumsstedet hgrer med til begge monotoniintervaller.
Det kraever, at vi bliver lidt mere praecise i forhold til, hvad vi forstar ved "voksen-
de” og "aftagende, og vi skal derfor have fat i definitionen af disse begreber.
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Definition 2.5.1

En funktion f siges at veere voksende pa et interval I, hvis der for alle z; € [
og w9 € I geelder, at f(xo) > f(x1) nar xo > 1.

En funktion f siges at veere aftagende pa et interval I, hvis der for alle x1 € [
og T € I geelder, at f(xs) < f(x1) nar xo > 1.

En funktion f siges at veere konstant pa et interval I, hvis der for alle x1 € [
og w9 € I geelder, at f(x1) = f(x2).

Sa lad os sammenligne med grafen:

1y

Wi
T T T T T

1 2 3 4 5

Vi kan se, at hvis vi saetter [ til at veere [1,2] og veelger et 21 € I og et x5 € I,
sadan at xo > x1, ja sa vil f(z9) < f(x1), og funktionen er dermed aftagende pa
1, 2] ifglge definitionen. Betyder det, at funktionen er bade aftagende og voksende
pa x = 27 Ikke rigtigt, for ifglge definitionen skal man have et interval, fgr man
kan veere aftagende/voksende. Sa det giver ikke mening at sperge, om den er
aftagende/voksende i en enkelt x-veerdi.

Vi kan ogsa opskrive en praecis definition af ekstrema. Det er dog lidt bgvlet
at definere de lokale ekstrema. Men laes definitionen, og spgrg mig, hvis du ikke
forstar den (medmindre du er ligeglad, om du forstar den). I definitionen bruges
N-symbolet, som er forklaret i afsnit 1.10.
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Definition 2.5.2
En funktion f har globalt maksimum xg, hvis f(z() > f(x) for alle x € Dm(f).

En funktion f har globalt minimum =z, hvis f(zg) < f(x) for alle x € Dm(f).

En funktion f har lokalt maksimum i x(, hvis der findes et abent interval I,
indeholdende xy, sa f(z) > f(z) for alle x € I N Dm(f).

En funktion f har lokalt minimum i x(, hvis der findes et abent interval I,
indeholdende zg, sa f(x¢) < f(z) for alle x € I N Dm(f).

2.6 Grafer i GeoGebra

Dette afsnit kan springes over, indtil du far brug for det.

Forudsatninger

Dette afsnit kraever, at du har regnet afsnit 1.13

Vi har set, hvordan vi bruger GeoGebra til at lgse ligninger, reducerer osv. Men
GeoGebra kan ogsa bruges til at tegne grafer.

Lad os tegne grafen for f(z) = 2.

Vi abner GeoGebra og skriver forskriften ind:

K| oA~ LD OO LN =S (
\ 4

()f(x):x2 N f

+ | i

Grafen ses til hgjre.
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Dvelse 2.6.1
Tegn, i GeoGebra, grafen for :

a) flz) =1

Man kan zoome og "trackke” i koordinatsystemet. Der er flere mader at ggre
det pa. Man kan hgjreklikke, man kan bruge to-fingre-zoom og kan man bruge
veerktgjerne her:

SPGB SON L AFANED 3 B

+ Input... N

4$> Flyt tegnefladen

2 @‘ Forster

Q Formindsk

Klikker man pa "Flyt tegnefladen” kan man ogsa traekke i akserne, sa enhederne
kommer til at sta teettere eller mere spredt.

Dvelse 2.6.2

Tegn folgende grafer og zoom/treaek, sa de ser paene ud
a) f(z)=x+ 1000
b) g(z) = 1000z>
c¢) h(x) = 1000(xz — 1000)

Begraensede funktioner

Man kan tegne begraensede funktioner i GeoGebra.

Vi vil tegne funktionen:

flay=2" , —-1<x<2
Vi skal altsd tegne f(x) = z* begraenset til definitionsmeengden Dm(f) =
[—1;2[.
Vi taster:
x72,-1<x<2
Det giver:
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oA 7 D00 LN 2
Q fx)=x (-1<x<2) =V :

+ Input...

-1 0 1 2

hmmm.... ikke helt godt. GeoGebra kan ikke finde ud af at tilfgje endepunkter,
sa det ma vi selv ggre. Vi vaelger "Punkt”:

1A~ D OO L N 2
(\Z,APunkt =N Lﬁ

A 2

og klikker pa endepunkterne:

X (A7 DO LN S

QO fx)=x (1<x<2) =V 5
. B
A = Punkt(f) : 4
@
= (-1, 1) @ ]
O B=(@249 :
2
+ Input... A
LR
10 1 2

Du skal muligvis keempe lidt med punkt B, da punktet ikke ligger pa grafen,
og derfor bliver GeoGebra lidt sur, nar den skal tegne det. Vi mangler nu bare
at fa punkterne til at se rigtige ud. Vi hgjreklikker pa et af punkterne:
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Punkt B(2, 4)

Polaere koordinater

2 vis objekt v
A A’ vis navn v/
1 .
f o° Visspor
I o ] : ([D Omdeb [
B Slet

-1

? IQ Indstillinger I

-2

og fjerner flueben i "vis navn”:

Basis Farve Stil  Avanceret Algebra

Scripting g
Navn
8 )
Definition ¢
(2,4)
[

Tekst

N [[] Brug tekst som maerkat

vis objekt

[] Vis spor

E vis navn: Navn ~

[[] Fast objekt

[[] Hieelpe objekt

Hvorefter vi klikker ”Stil” og veelger den rigtige punktmarkering (vi husker, at
punktet ikke skulle veere med pa grafen):

98



Basis F..I Avanceret = Algebra

Scripting

g X

Punkt storrelse — mlue—

[ ]
A a

Punktmarkering O

Os o)+ ¢ ¢

< @

Pa samme made fjerne vi navnet pa punkt A, og her er det endelige resultat:

4

Sehr gut.

@velse 2.6.3

Tegn i GeoGebra graferne for funktionerne
a) flr)=2x—-3 , 1l<z<4
b) g(z) =0,012%+100 , =z > 20.

Dvelse 2.6.4

Det er fint at kunne tegne grafer i GeoGebra, men hvis man glemmer, hvordan
man g¢r i handen, ja sa har man ogsa glemt, hvad en graf er, og sa kan det hele
veere ligemeget.

2

a) Tegn grafen for f(x) = x* — z med papir og blyant (ingen GeoGebra).

b) Tjek at du har tegnet rigtigt ved at tegne grafen i GeoGebra.
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Grafisk lgsning af ligninger og uligheder
Man kan lgse ligninger og uligheder vha. grafer.

Vi vil Igse ligningen:
r4+1=12"—4x+5

Vi saetter f(x) lig med venstresiden af ligningen:
fla) =z +1
og ¢g(x) lig med hgjresiden:
g(x) =2* —4x+5
Det betyder, at vores oprindelige ligning kan udtrykkes som:
f(x) = g(x)

En Igsning til ligningen vil dermed svare til et skeeringspunkt mellem f og g. Vi
tegner graferne for begge funktioner i GeoGebra:

| oA~ DO O 4L N 2 G
O  f(x) =x+1 A

@@=

O  gx) =x*—4x+5
2

/
22/ o 2 4

Vi vil nu bruge kommandoen Skaring til at finde skaeringen mellem f og g, sa
vi skriver Skering(f,g) :

+ Input...
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Skeering(f, g)

= A=(12) 70 ! h
. f

O B = (4, 5) . 2

R
@)
O
@)

Lgsningerne til ligningen er x-koordinaterne til de to skeeringspunkterne. Lig-
ningen har altsa to lgsninger:

r=1 og r=4

I afsnittet om polynomier skal vi se, hvordan man Igser den type ligninger uden
at bruge GeoGebra.
Dvelse 2.6.5
Brug den grafiske metode til at Igse ligningerne:
a) 2r —7=5(x+ 1)
b) —z?+1=2°

Hvis der ikke er nogle skaeringspunkter, sa er der heller ingen lgsninger til lignin-
gen.

Dvelse 2.6.6
Brug den grafiske metode til at lgse ligningen:
a) B’ +1=x—2
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Dvelse 2.6.7

Nedenunder ses graferne for to funktioner f og g.

y

a) Lgs ligningen f(z) = g(x).

Vi kan ogsa lgse uligheder grafisk.

Vi vil lgse uligheden
2r+1< —x+2

Ligesom ved ligninger, definere vi funktioner svarende til begge sider af uligheden
og taster dem ind i GeoGebra:
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R oA~ DO O L N 2

O  f(x) =2x+1 A/ g

O  gx) = —x+2

2
. 1

+ Input... /
0

-2 -1

-

f -2

Da 2x+1 skal veere mindre end —x+2, ma lgsningen veere givet ved det omrade,
hvor den grgnne graf ligger under den rgde. Vi finder skaeringspunktet:

| oA 7 OO 4L N 2
O  fx) —2x+1 A/ % /

A
O &= x+2 : >\
/

A = Skeering(f, g)
o

= (0.3333333333, 1.6666666667) - 0 1
f
+ Input... —

og lgsningen ma sa veere x < 0,33, fordi den grgnne graf ligger under den rgde
nar r < 0,33.

Dvelse 2.6.8

Brug den grafiske metode til at lgse ulighederne:
a) —r+7<x—4
b) z° +x < 2x

c) 2 +x > 20
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Kapitel 3
Linezere funktioner

Linesere funktioner er funktioner, som vokser med en fast veerdi, nar x vokser
med 1. Udover at have mange praktiske anvendelser er linezere funktioner en af de
grundlaeggende funktionstype, som udggr fundamentet for meget andet matema-
tik.

3.1 Introduktion til linesere funktioner

Vi starter med at fastlaegge, hvad vi forstar ved en lineser funktion. Vi husker, at
nar vi fastlaegger betydningen af et nyt begreb i matematik, kalder vi det for en
definition.

Definition 3.1.1

En lineer funktion er en funktion med forskriften f(x) = ax + b.
Tallet a kaldes heldningskoefficienten, haeldningstallet, eller bare heldningen.

Vi ser at definitionen fastlaegger betydningen af begreberne: lineere funktion, held-
ningskoefficient, haeldningstal og heldning.

Funktionen f(z) = 2x + 1 er en lineser funktion med a = 2 og b = 1.
—3x er en linezer funktion med a = —3 og b = 0.

Funktionen f(x er en lineaer funktion med a = 0 og b = 5.

()
Funktionen f(x) =
(z) =
(z) =

5
Funktionen f(x 222 + 3 er ikke en lineser funktion, da den ikke har formen

104



f(x) =ax +b.

Dvelse 3.1.1

Afggr, hvilke af folgende funktioner, som er linezere, og bestem for disse tallene
a og b:

@velse 3.1.2

Angiv haeldningskoefficienten for funktionerne
a) f(r)=—-3z+2
b) f(z) =1

3.2 Grafer for linezere funktioner

Grafen for en lineser funktion kan tegnes pa samme made som grafen for enhver
anden funktion, nemlig ved at lave et sildeben.

Dvelse 3.2.1
Lad f(z) = —2x + 3.
a) Lav et sildeben, og tegn ud fra det grafen for f (med papir og blyant).

Betydning af a og b
[ forskriften f(x) = ax + b har a og b fglgende betydning;:

o Tallet b angiver, hvor grafen skaerer y-aksen.
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o Tallet a er det tal, man skal ga op, hver gang man gar 1 ud af z-aksen. Hvis
a er negativ, skal man ga ned i stedet for op.

Her er betydningen af a og b vist pa en tegning:

Yy

Nu, hvor vi kender betydningen af a og b, kan vi tegne grafen pa en hurtigere
made:

Lad os tegne grafen for f(z) = —2x + 3. Vi kan se, at b = 3, sa funktionen
skeerer y-aksen i 3:

Da a = —2, skal vi ga 1 ud og 2 ned for at finde det naeste punkt pa grafen.
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T T T T T
-5 —4 -3 =2 -1

Sadan fortssetter vi:

og vi kan forbinde punkterne med en linje:
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x
T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 I \2 3 4 5
—14
—9
—34
— 4
—54

Dvelse 3.2.2

Tegn med papir og blyant graferne for nedenstaende funktioner vha. den netop
beskrevne metode.

a) f(z) =05z +2

b) f(z)=x+1
c) f(z)=—-2x+1
d) flz) =5

e) f(x)=0
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Dvelse 3.2.3

Betragt graferne:

f
T
T T T
2 3 4 5
4] g
— 4
—54

Bestem forskriften for fglgende funktioner:
a) Bestem forskriften for f.

b

Bestem forskriften for g.

)
c) Bestem forskriften for h.
d)

Bestem forskriften for s.

Forskrift ud fra to punkter pa grafen

Det er klart, at hvis man har to forskellige punkter, sa findes der netop én linje
igennem punkterne. Kender vi koordinaterne til de to punkter, kan vi bestemme
forskriften for linjen. Dette ggres ved at bruge to formler. Formlerne praesente-
res i form af en setning. En satning er et matematisk resultat, som er saerligt
nyttigt.
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Satning 3.2.1

Lad f(x) = ax+0b veere en lineaer funktion og antag, at f gar igennem punkterne
P(x,y0) og Q(z1,11):

Y
Q(wlayl)
1 P(z0, 40)
T
Da er a og b givet ved:
Y1 — Yo
a = 0og b= Yo — axy

T1 — Xy

I seetningen optreeder der xg, yo, 1 og y1. De sma tal skrevet med saenket skrift
betyder, at der er tale om nogle faste x og y-veerdier. Tallene har ikke nogen
betydning udover, at de bruges til at skelne de forskellige veerdier. Sa xg (leeses
”x nul”) er bare forste punkts forstekoordinat, x; (leeses "x et”) er andet punkts
fgrstekoordinat osv.

Vi vil bestemme forskriften for linjen gennem punkterne P(1,2) og Q(4,14).

Sammenligner vi med saetning 3.2.1, far vi, at

5170:1
Yo =2
1'1:4
y1=14

Vi regner forst a:

P (Formlen for a skrives op)
1 — Zo
14 — 2 _ .
= 11 (Veerdierne for xg, x1, yo og y; indseettes)
=4
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og med den a-veerdi i baglommen, kan vi regne b:

b =1yo — axg (Formlen for b skrives op)
=2—-4-1 (Veerdierne for xg, 3o og a indsaettes)
— 2

Vi seetter de fundne a og b-veerdier ind i formlen f(x) = az + b:

f(x)=ax+b
=4z + (—2) (Veerdierne for a og b indseettes)
=4x — 2

Forskriften er altsa f(z) = 4x — 2.

Dvelse 3.2.4

Bestem vha. seetning 3.2.1 den lineger funktion, som gar gennem punkterne:
2) P(2,5) og Q(4,11)
b) (5,—3) og (12, —10).

@velse 3.2.5
Et sildeben for en lineser funktion f er givet ved:
x 4 18
f(x) 13070

a) Ud fra sildebenet kan vi se, at f géar igennem to punkter. Hvilke?

b) Bestem en forskrift for f.

3.3 Anvendelser af lineaere funktioner

En lineser funktion har forskriften f(x) = ax+b. Vi husker, at den skaerer y-aksen
i b og vokser med a, hver gang = vokser med 1. Fordi linesere funktioners vackst
ikke afhaenger af x, kan linesere funktioner bruges til at beskrive ting som har en
fast veckst.

Antag at en taxatur koster 40 kr. i starttakst og 15 kr. pr. km.
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Vi kan beskrive prisen for en taxatur vha. en lineser funktion
f(x)=ax+b

hvor = er kgrte kilometer og f(z) er prisen. Vi ved at b er skeeringen med y-
aksen, hvilket svarer til xz-veerdien 0. Altsda ma b veere starttaksten da den jo
svarer til, at taxaen har kgrt 0 km. Sa mangler vi bare a, som er det, vi skal ga
op, hver gang x vokser med 1. Altsa ma a veere prisen pr. km, da det jo svarer
til det, prisen vokser, hver gang vi kgrer en km. Alt i alt far vi:

flz)=152+40 , x>0

Laeg meerke til, at der star x > 0. Det er fordi, man ikke kan kgre et negativt
antal km.

@velse 3.3.1

Vi tager udgangspunkt i ovenstaende eksempel.
a) Hvad er definitionsmeengden for f?
b) Tegn grafen for funktionen f(x).

d

)

c) Hvad er veerdimaengden for f7
) Beregn prisen, nar man kgrer 10 km.
)

e) Beregn, hvor langt kan man komme for 100 kr.?

Dvelse 3.3.2
En maskine koster 800.000 kr. og afskrives med 50.000 kr. om aret.
a) Bestem forskriften for funktionen v(x), der beskriver maskinens vaerdi.

b) Hvor mange ar gar der, for maskine er afskrevet?
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Dvelse 3.3.3

En person besluttede sig for at holde gje med sin graespleene i en periode. Per-
sonen fandt ud af, at graesset hgjde, malt i cm, kunne beskrives med funktio-
nen

flx)=15x+5
hvor x er antallet af uger efter 1. maj 1980 og f(x) er hgjden.
a) Forklar betydningen af tallene 1,5 og 5 i forskriften.

Dvelse 3.3.4
En virksomhed saelger en vare.

Prisen F(z), som funktion af efterspgrgslen z, er givet ved:

E(x)=—-2x+400 , x>0

Prisen U(x), som funktion af udbuddet x, er givet ved:

U(x)=2x+200 , x>0

Prisen er i kr. og maengden er i stk.

Ligeveegtmaengden er den mangde x, hvor udbud og efterspgrgsel er lige store
(surprise). Den tilhgrende pris, kaldes ligeveegtsprisen (suprise surprise).

a) Bestem ligevaegtmaengden.

b) Bestem ligevaegtsprisen.
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Dvelse 3.3.5

En virksomhed producerer en vare. De faste omkostninger er 30.000 kr., og
derefter er der en enhedsomkostning pa 140 kr. pr. kg. Virksomheden kan szlge
varen for 200 kr. pr. kg.

a) Bestem en forskrift for funktionen C' som beskriver omkostningerne C'(z)
i kr. som funktion af veegten z i kg.

b) Bestem en forskrift for funktionen R som beskriver omsstningen R(z) i
kr. som funktion af veegten x i kg.

¢) Bestem omkostningerne ved en produktion pa 100 kg.

d) Hvor mange kg. skal virksomheden producere, for det giver overskud?

Dvelse 3.3.6

Antag, at pa en vare kan beskrives ved en linezr funktion p(z) = az + b, hvor
x er afseetningen i stk.

Ved en pris pa 800 kr. afsaettes 1500 stk. og ved en pris pa 1000 kr. afseettes
1100 stk.

x | 1500|1100
p(z) | 800 | 1000

a) Bestem en forskrift for p.
b) Bestem prisen ved en afsaetning pa 500 stk.

c) Bestem afssetningen ved en pris pa 300 kr.

3.4 Stykkevis linexre funktioner

En stykkevis lineer funktion er en funktion, hvis graf er sammensat af linjestyk-
ker.

Her ses grafen for en stykkevis lineser funktion f:
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Da en stykkevis lineser funktion bestar af flere dele, bestar forskriften ogsa af flere
dele. Funktionen fra eksempel 3.4.1 har forskriften:

2
20 — 8 for x > 2

f(x){lxl for x < 2

En sadan forskrift kaldes en gaffelforskrift. Vi ser at funktionsvaerdierne er bestemt
ved —%:1:—1 nar xr < 2, og 2z—8 nar x > 2. Vi kan regne f(5) ved forst at observere
at b > 2, sa vi skal bruge udtrykket 2z —8 til regne funktionsveerdien. Vi har derfor
at

f(b)=2-5-8=2

S& f(5) = 2.
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Dvelse 3.4.1

Vi fortsesetter med funktionen med forskriften:

Ly 1 forax<?2
flx) =472
2 — 8 for x > 2

Man kan tegne grafen for en stykkevis lineser funktion ved at tegne alle linjer-
ne i forskriften, hvorefter man visker dele af dem ud. Til sidst kan man tilfgje
endepunkter. Lad os se pa, hvordan man tegner grafen for funktionen:

1
—sr—1 forx<?2
fl@)=1,72
20 — 8 for x > 2
Vi starter med at tegne linjerne y = —%x —logy=2x—28:
54 Y
4_

Funktionen skal skifte ved x = 2, sa vi fjerne grafen for y = 22 — 8 til venstre for
x = 2 og fjerner grafen for y = —%a: — 1 til hgjre for x = 2.
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Nu mangler vi bare at tilfgje endepunkter. Da venstre del geelder for x < 2, og
hgjre del gaelder for x > 2, ma det veere hgjre del, som geelder for x = 2, og derfor
skal der vaere et lukket (udfyldt) endepunkt péa hgjre del og et abent endepunkt
(ikke udfyldt) pa venstre del:
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QDvelse 3.4.2

Tegn grafen for funktionerne:

a)
20 +5 forx < —1
r—4 forxz>—1

-]

r+5 forax < -2
g(zr) =133 for —2<zx<1
4r —3 forl<ax<?2

Vi vil bestemme forskriften for den stykkevise linesere funktion givet ved grafen:

54Y

Venstre del er den konstante funktion f(z) = —3. Den er gaeldende nar z ligger
mellem —4 og 1, begge inklusive, da punkterne er markeret med e. Sa vi har en
gren, som hedder:

f<x):{—3 for —4<zx<1

Vi kan bestemme forskriften for hgjre del ved at veelge to punkter pa grafen
og sa bruge seetning 3.2.1 (den ssetning med forskriften ud fra to punkter). Vi
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aflaeser to paene punkter pa hgjre del:

(2,3)  og (40

Vi indsaetter 1 formlen for a:
Y — Yo
CL —_—
T1 — Xy
0—-3
4 —2

=15

Sa beregnes b:

b=yo— axg
=3—(=15)-2
=6

Altsa hgjre del er bestemt ved y = —1,5x + 6, og da den er gaeldende for x > 0
(endepunktet er markeret med o) far vi:

f(x):{_g for —4<z<1

—152+6 forx>1
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Dvelse 3.4.3

Betragt den stykkevise linesere funktion f:

54Y

a) Bestem forskriften for f.

b) Beregn f(—2) og f(1).

Anvendelse af stykkevis lineaere funktioner

Til slut vil vi se pa en enkelt anvendelse af stykkevis linesere funktioner. I et
progressivt skattesystem betaler dem med hgjere indkomster en stgrre procentdel
i skat end dem med lavere indkomster. Jeg har opgivet at fglge med i det danske
skattesystem, men pa et tidspunkt (maske 20207) s& det ca. sadan her ud:
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Skat i 1000 kr.
300+

250+

200+

150+

100+

504
Indkomst i 1000 kr.

100 200 300 400 500 600

Grafen viser det samlede skattebelgb, man betaler, som funktion af indkomsten .
Man kan se, at kurven har et skarpt knaek ved ca. 50.000 kr. og hvis man kigger
ngje, kan man se, at den ogsa knaekker ved 520.000 kr.
Dvelse 3.4.4
Betragt grafen for skattesystemet.

a) Forklar betydningen af de forskellige heeldninger pa grafen.

b) Bestem haldningen for den sidste del af grafen (bare sddan ca.) og forklar,
hvad den udtrykker.

3.5 Lineser regression i WordMat

OBS: Dette afsnit kan springes over, hvis du er pa den gamle ordning (startet for
2024). I stedet skal du sa laese afsnit 6.4.

Vi skal bruge et Excel-ark fra WordMat. Hvis du har WordMat installeret, finder
du det her:

Hjem Indsaet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse Vn WordMat

G- B 2= BB A 4 @ pBIES=EE] 17 A e G R] L 0 o
R SXT | -

Indseet tabel [E Figurer
Formler ~ Beregn  Los Def. Vis Graf 3D Plot Statistik Genveje Manual
R (ORI TRY © om WordMat

Lineaer
Eksponentiel
Potens
Polynomisk

Excel regression

Brugerdefineret regression
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Hvis ikke du har WordMat installeret, kan du downloade arket her.

@velse 3.5.1

For at kunne fglge med i resten har du brug for det omtalte Excel-ark.

a) Aben det omtalte Excel-ark. Enten fra WordMat eller ved at downloade
det via linket. Sig ja til "makroer” nar du abner det.

Lineser regression bruges til at beskrive udviklinger, som er tilnsermelsesvist line-
gere. Vi vil i det fglgende kigge pa tilskuerudviklingen ved VM i fodbold i perioden
1930-2022:

Land Ar Antal ar efter 1930 Antal tilskuere

Uruguay 1930 0 590549
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700
Brazil 1950 20 1045246
Switzerland 1954 24 768607
Sweden 1958 28 819810
Chile 1962 32 893172
England 1966 36 1563135
Mexico 1970 40 1603975
West Germany 1974 44 1865753
Argentina 1978 48 1545791
Spain 1982 52 2109723
Mexico 1986 56 2394031
Italy 1990 60 2516215
United States 1994 64 3587538
France 1998 68 2785100
South Korealapan 2002 72 2705197
Germany 2006 76 3359439
South Africa 2010 80 3178856
Brazil 2014 84 3429873
Russia 2018 88 3031768
Qatar 2022 92 3404252

Excel-arket med tilskuerudviklingen kan downloades her.

Konstruktion af xy-plot i WordMat

Vi gnsker at fa et overblik over udviklingen. Vi abner Excel-filen med tilskuerud-
viklingen, rammer de to sidste kolonner ind og copy paster over i WordMat-arket
som vist her:
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./assets/wordmat-regression.xlsm
./assets/vmtilskuere.xlsx

Koordinatsystem
Antal ar efter 1930__Antal filskuere Rediger funk Reg e 1 || 00
Uruguay 1930 0 590549 E— 1500000
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700 Punktet Konstaniter Marker'punkter 3000000
Brazil 1950 20 1045246 M M M
Switzerland 1954 2 768607 0 6E405 2500000
Sweden 1958 28 819810 4 405
Chile 1962 32 893172 8 4E:05 2000000
England 1966 36 1563135 20 16406
Mexico 1970 40 1603975 24 8E05 1500000
Vel West Germany 1974 44 1865753 28 8E+0S 1000000
FPY Argentina 1978 48 1545791 32 9E405
vEY Spain 1982 52 2109723 36 26406 500000
EZY Mexico 1986 56 2394031 40 2606
15 [ 1990 60 2516215 2: :E‘:: o
F United States 1994 64 3587538 o ane 0 10 2 3 4 s & 70 8 % 100
FEA France 1998 68 2785100 e oei0e -
FEY south Korea/Japan 2002 72 2705197
FEY German 2006 76 3359439 €0 3E06 .
v 64 4E+06 Residualplot
Bl South Africa 2010 80 3178856
. 68 3E+06
Py Brazil 2014 84 3429873 12
t7Y Russia 2018 88 3031768 72 3806
23 2022 %2 3404252 76 3E08 1
Qatar 80 36406
84 3E+06
https://en.wikipedia.org/wiki/FIFA World Cu 88 36306 50
92 3406 2
k]

Indholdet i den grgnne boks kaldes et xy-plot og bruges til at visualisere udviklin-
gen. P& z-aksen har vi "antal af ar efter 19307, og pa y-aksen har vi tilskuertallet.
For at ggre det tydeligt gar vi ind og sendre aksetitlerne (bare ved at dobbeltklikke
pa "x” og 'y” pa akserne):

4000000 3

3500000 4 °

Tilskkuertal
.
.

3000000 - .
2500000 .
2000000 -
1500000 1 LI »
1000000 - ®

500000 3

0 T T T T T T T T >

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Antal ar efter 1930

Flot ser det ud!

Dvelse 3.5.2
Det er nu din tur

a) Lav det omtalt xy-plot i Excel.

Konstruktion af regressionsmodel i WordMat

Vi kan se i xy-plottet, at der er en lineser tendens i udviklingen. Dvs. det ser ud som
om, at udviklingen fglger en lineser funktion, men med nogle tilfeeldige afvigelser
undervejs. Vi kan finde den lineaer funktion ved at klikke som vist her:
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Det giver os:
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Vi har nu fundet den linje, som passer bedst muligt til punkterne. Vi ser, at punk-
terne ligger tilfaeldigt omkring linjen, og det er godt. Er der systematiske afvigelser
fra linjen, er der nemlig noget, der tyder pa, at vi ikke kan beskrive udviklingen
med en lineaer funktion. I denne grgnne boks ses forskriften for linjen:

y = 37715z + 152517

Denne funktion kaldes for en lineer model for udviklingen. De 37715 kan fortolkes
som den arlige stigning af tilskuere i perioden 1930-2022. Det er klart at den
faktiske stigning har veeret forskellig fra ar til ar, sa de 37715 fungerer som et
slags "gennemsnit”. De 152517 er tilskuerantallet i ar 1930 ifglge modellen. Det
faktiske antal tilskuere i 1930 var 590549, som det ses i tabellen, sa modellen
rammer ret skaevt her. I screenshottet ses ogsa at = 0,9081. Betydningen af dette
vil blive forklaret om lidt.
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Vi kan bruge modellen til at forudsige, hvor mange tilskuere der vil vaere til VM
i 2034. Vi regner fgrst, hvor mange ar det er efter 1930:

2034 — 1930 = 104
Vi kan sa seette 104 ind i stedet for x i vores model og fa tilskuertallet:

y = 37715 - 104 4 152517 = 4074877

Sa der vil veaere ca. 4 mio. tilskuere til VM i 2034, hvis den nuveerende tendens
fortsaetter.

@velse 3.5.3
Du skal nu se om du kan komme til den samme model som mig.

a) Opstil en linezer model for udviklingen i antallet af tilskuere i perioden
1930-2022.

b) Bestem den arlige vackst i antallet af tilskuere i perioden.

¢) Hvor mange tilskuere var der, ifslge modellen, til VM i Italien i 19907
Sammenlig med det faktiske antal.

Determinationskoefficient og korrelationskoefficient

Da vi lavede den linezre model for tilskuerudviklingen, fik vi ogsa at vide, at
R? = 0,9081. Tallet R? kaldes determinationskoefficienten er et méal for, hvor godt
modellen beskriver udviklingen. Determinationskoefficienten ligger altid mellem 0
og 1, og den er teet pa 1, nar modellen passer godt med udviklingen.

Her er tre eksempler p& xy-plot med forskellig R? veerdi:
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R*=1 R*=09 R*=0

I det fgrste plot er R? = 1, hvilket betyder at alle punkterne ligger pa regressions-
linjen. Dvs., at modellen giver en fuldsteendig beskrivelse af udviklingen. I det
andet plot er R? = 0,9. Her der en klar voksende lineser tendens, men punkterne
afviger noget fra linjen. I det sidste plot er R? = 0, hvilket umiddelbart er over-
raskende, da punkter ligger ca. ligesa teet pa linjen som i plot nr. 2. Nar vi siger,
at R? viser, hvor godt modellen beskriver udviklingen, mener vi i forhold til en
vandret linje. I det sidste plot, kan vi ikke finde en lineaer funktion, som beskriver
udviklingen bedre end en vandret linje, og derfor er R? = 0.

I stedet for at angive determinationskoefficienten, kan man angive en stgrrelse som
hedder korrelationskoefficienten. Den betegnes med r og fas ved at tage kvadra-
troden af R?. Dog skal man saette et minus pa, hvis udviklingen er aftagende.

Man kunne tro, at hvis bare R? er teet pa 1, sd har man ogsa en god model for
ens data. Men sadan er det ikke ngdvendigvis. Det er vigtigt, at punkterne ligger
pa en tilfeeldig made omkring linjen, sa det rent faktisk ligner en lineser funktion
med nogle tilfeeldige afvigelser.

Betragt xy-plottet:
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Den ligner ikke en linje, men lad os alligevel prgve at lave en lineser model:

Y

X

Denne model har R? = 0,93, hvilket da er rimelig teet pa 1, men igen, det er
tydeligt, at der ikke er tale om en lineser udvikling. S& en hgj R? er ikke nok til
at sikre at man har fat i en god model!

I praksis kan det veere sveert at afggre, om der er tale om tilfseldige eller systema-
tiske afvigelser alene ud fra xy-plottet og modellen. Nogle gange kan det hjalpe
at lave et sakaldt residualplot. Det er et diagram, som viser afvigelserne mellem
punkter og model. WordMat-arket foreerer os residualplottet samtidig med at vi
laver den linesere model. Det dukker op lige under xy-plottet. Residualplottet for
tilskuerudviklingen til VM i fodbold ser sdledes ud:
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Residualplot
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Pa residualplottet kan vi se, hvordan modellen afviger fra data. F.eks. har det
fgrste punkt i residualplottet en y-veerdi pa ca 440.000. Det betyder at det forste
punkt i xy-plottet ligger 440.000 over linjen. Dvs., at hvis vi bruger vores model
til at regne tilskuertallet for forst VM, vil vi fa et resultat, der er 440.000 for lavt.
Vi kalder veerdierne i residualplottet for residualer. Residualerne i det konkrete
residualplot ser ud til at fordele sig tilfaeldigt omkring z-aksen, sa vi har ikke nogen
grund til at tro, at der skulle veere noget galt med vores model.

@velse 3.5.4
Antag at en aftagende lineser model har R? = 0,9814

a) Er der tale om en tilnsgermelsesvis linesger udvikling?

b) Bestem korrelationskoefficienten.

Vi vender tilbage til situationen i eksempel 3.5.2:

y L]
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Som vi ogsa bemaerkede i eksempel 3.5.2, kan vi se, at tendensen i punkterne
ikke er lineger, og derfor er den linesere model ikke nogen god model. Laver man
et residualplot, vil det se saledes ud:

Residualer

Her ses det tydeligt, at residualerne ikke fordeler sig tilfeeldigt omkring linjen,
hvilket altsa bekraefter, at vores model er problematisk. Kigger man grundigt pa
xy-plottet og residualplottet, er det klart, at der ikke er nogen ny information i
residualplottet. I begge diagrammer kan man se, hvordan punkterne afviger fra
linjen — det er bare lidt nemmere at se i residualplottet.

Vi vil mgde situationer, hvor der er system i residualerne — isaer nar vi kigger
pa udviklinger over tid. Er der system i residualerne, er det enten fordi modellen
er skrupforkert, eller fordi modellen kun formar at beskrive i udviklingen i grove
treek. Vi vil bruge xy-plottet til at afggre, om det er det er det ene eller det andet.
Ser xy-plottet fint ud (tydelig lineser tendens) samtidig med at residualplottet vi-
ser system i residualerne vil vi acceptere modellen, men tage forbehold for, at der
er tendenser som modellen ikke fanger. Det skal dog siges, at det er forsimplet
statistik vi laver her pa HHX, og at man i virkeligheden har forskellige mulighe-
der for at forbedre/sendre modellen, sa man kan slippe af med de systematiske
afvigelser.
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@velse 3.5.5
I denne gvelse skal du se pa jordens befolkningstal i perioden 1970-2021.

a) Download et Excel-ark med data her og tilfgj en sgjle til arket, som inde-
holder antallet af ar efter 1970.

b) Opstil et xy-plot, som viser jordens befolkningstal som funktion af antallet
af ar efter 1970. Veer opmeaerksom pé, at du muligvis skal hgjreklikke og
veelge "Indsaet speciel -> Veerdier”, nar du indseaetter dine data i WordMat
(det athzenger af, hvordan du har tilfgjet den ekstra sgjle i det oprindelig
ark).

c) Opstil en lineszer model for udviklingen i befolkningstal og bestem R2.

(o

Forklar betydningen af tallene i modellen,

)
)

e) Bestem hvornar vi, ifslge modellen, er 10 mia. mennesker pa jorden.
)

f) Lav et residualplot og vurder modellen.

Det er vigtigt at bemaerke, at den type modeller, vi kigger pa her, har en begraenset
levetid. Det kan godt veere, at der har vaeret en lineser vackst i jordens befolkning
de sidste 50 ar, men det betyder ikke at veeksten ogsa vil vaere lineser de naeste 50
ar. Derfor bgr man veere forsigtig med at bruge den slags modeller til at fremskrive
udviklinger.

Ekstra

Vi skal nu se, hvordan den linesere model fremkommer nar man laver regression i
WordMat (eller andre tilsvarende veerktgjer). Vi tager udgangspunkt i et simpelt
xy-plot med kun tre punkter:

Y

X

Vi tegner nu (bare sa godt vi kan) en linezer funktion, der bedst muligt gar igennem
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punkterne. Det er svaert, da der er ikke er en tydelige lineser tendens.

Yy

Vi markerer nu residualerne:

Yy

X

Residualerne viser afvigelsen mellem model og data for det pageeldende punkt.
Man kunne godt tro, at det gik ud pa at minimere denne afstand. Altsa at vi
justerede linjen indtil, at den samlede lodrette afstand fra punkterne til linjen var
mindst muligt. Men det er ikke helt det vi ggr. I stedet tegner vi kvadrater med
residualerne som sideleengder:

Y

X

Det er arealet af disse kvadrater som WordMat minimerer, nar vi laver lineser
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regression. Altsd WordMat finder regressionsmodellen ved at justere pa linjen,
indtil det samlede areal af kvadraterne ikke kan blive mindre.

3.6 Lineser regression i Excel og GeoGebra

OBS: Det afsnit er for elever pa den gamle ordning (startet fgr 2024) eller for
elever, som gnsker at leere flere metoder til at lave lineser regression. Er man pa
den nye ordning er afsnittet valgfrit, men planlaegger man at afslutte matematik
pa A-niveau, sa anbefaler jeg, at man regner dette afsnit ogsa.

Lineaer regression bruges til at beskrive udviklinger, som er tilnsermelsesvist line-
gere. Vi vil i det folgende kigge pa tilskuerudviklingen ved VM i fodbold i perioden
1930-2022. Vi vil tage udgangspunkt i et Excel-ark, der indeholder fglgende:

Land Ar Antal ar efter 1930 Antal tilskuere

Uruguay 1930 0 590549
Italy 1934 4 363000
France 1938 8 375700
Brazil 1950 20 1045246
Switzerland 1954 24 768607
Sweden 1958 28 819810
Chile 1962 32 893172
England 1966 36 1563135
Mexico 1970 40 1603975
West Germany 1974 44 1865753
Argentina 1978 48 1545791
Spain 1982 52 2109723
Mexico 1986 56 2394031
Italy 1990 60 2516215
United States 1994 64 3587538
France 1998 68 2785100
South Korealapan 2002 72 2705197
Germany 2006 76 3359439
South Africa 2010 80 3178856
Brazil 2014 84 3429873
Russia 2018 88 3031768
Qatar 2022 92 3404252

Konstruktion af xy-plot i Excel

Vi gnsker at fa et overblik over udviklingen. Vi abner Excel-filen, rammer de to
sidste kolonner ind og indsaetter et punktdiagram:
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Hjem Indszet | Tegning Sidelayout Formler Data Gennemse Vis

il T T

Tabeller lllustrationer Tilfgjelsesprogrammer Anbe

C2

Land
Uruguay

590549

Italy 193 4 363000

France 193 8 375700

Brazil 195 20 1045246 :
Switzerland 195 24 768607 Boblediagram

Sweden 195
Chile 196
England 196
Mexico 197

28 819810
32 893172
36 1563135
40 1603975

West Germany 197 44 1865753
Argentina 197 48 1545791
Spain 198 52 2109723
Mexico 198 56 2394031
Italy 199 60 2516215
United States 199 64 3587538
France 199 68 2785100
South Korealapan 200! 72 2705197
Germany 2001 76 3359439
South Africa 201 80 3178856
Brazil 201 84 3429873
Russia 201 88 3031768

Qatar 202 3404252

Det giver os fglgende diagram:

Diagramtitel

4000000
3500000 ® .
3000000 .
2500000

2000000

1500000 e® o
1000000 .

500000 ®

LR

0
0 20 40 60 80 100

Det er sadan set et fint diagram borset fra, at man ikke kan se, hvad det forstiller.
Vi tilfgjer aksetitler:
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Aksetitler

|_|1D_ Primzer vandret

Diagramtitel
Datamzerkater |_|1D_ Primeer lodret

Klikker vi diagramtitlen og aksetitlerne, kan vi sendre dem:

Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold
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3500000 ® o o
3000000 .
2500000 °®

2000000 L
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1000000 .

Antal tilskuere
[ ]

[ ]
500000 )

0
0 20 40 60 80 100

Antal ar efter 1930

Det var meget bedre. Nu kan man se, hvad diagrammet forstiller. Et sadan diagram
kaldes et zy-plot. Vi kan se, at der er en lineser tendens i udviklingen. Dvs. det
ser ud som om, at udviklingen fglger en linezer funktion, men med nogle tilfseldige
udsving undervejs.

@velse 3.6.1
Excel-arket med tilskuerudviklingen kan downloades downloades her.

a) Lav selv xy-plottet ved at folge ovenstaende vejledning. Husk at sendre
diagramtitlen og tilfgj aksetitler. Gem Excelarket, du skal bruge det i
nacste gvelse.

Lineaer regression i Excel

Vi vil nu finde en forskrift for den linje, som passer bedst muligt med punkterne.
Vi hgjreklikker pa et af punkterne xy-plottet og tilfgjer en tendenslinje:
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Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold
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3500000
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§ 2500000 % Nulstil, s& det svarer til typog
% 2000000
£ 1500000 Skift diagramtype
~ 1000000 Veelg data...
500000 %$%

Tilfaj datamaerkater
Tilfgj tendenslinje...
Formatér dataserie...

Ude til hgjre veelger vi "Lineger”, "Vis ligning i diagram” og ”Vis R-kvadreret
veerdi i diagram”

\_ ® Linezer
Logaritmisk
Polynomisk
Potens
\_ Glidende gennemsnit Periode

Tendenslinjenavn
® Automatisk Lineaer (Serie1)

Brugerdefineret

Prognose

Fremad perioder

Bagud perioder
Angiv skaering 0,0
v Vis ligning i diagram

¥ Vis R-kvadreret vaerdi i diagram

Det giver os fglgende:
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Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold
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Antal ar efter 1930

Excel har nu fundet den linje, som passer bedst muligt til punkterne. Vi ser, at
punkterne ligger tilfaeldigt omkring linjen, og det er godt. Er der systematiske
afvigelser fra linjen, er der nemlig noget, der tyder pa, at vi ikke kan beskrive
udviklingen med en linezer funktion. Excel har ogsa givet os forskriften for linj-

en:
y = 37715z + 152517

Denne funktion kaldes for en lineer model for udviklingen. De 37715 kan fortolkes
som den arlige stigning af tilskuere i perioden 1930-2022. Det er klart at den
faktiske stigning har veeret forskellig fra ar til ar, sa de 37715 fungerer som et
slags "gennemsnit”. De 152517 er tilskuerantallet i ar 1930 ifglge modellen. Det
faktiske antal tilskuere i 1930 var 590549, som det ses i tabellen, sd& modellen
rammer ret skeevt her. I screenshottet ses ogsd at B2 = 0,91. Betydningen af dette
vil blive forklaret om lidt.

Vi kan bruge modellen til at forudsige, hvor mange tilskuere der vil vaere til VM
i 2034. Vi regner forst, hvor mange ar det er efter 1930:

2034 — 1930 = 104
Vi kan sa seette 104 ind i stedet for x i vores model og fa tilskuertallet:
y = 37715 - 104 + 152517 = 4074877

Sa der vil veere ca. 4 mio. tilskuere til VM i 2034, hvis tendensen fortsaetter.
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Dvelse 3.6.2

Du skal nu arbejde videre med dit Excel-ark fra sidste gvelse og se, om du kan
komme til den samme model som mig.

a) Opstil en linezer model for udviklingen i antallet af tilskuere i perioden
1930-2022.

b) Bestem den arlige vaekst i antallet af tilskuere i perioden.

¢) Hvor mange tilskuere var der, ifglge modellen, til VM i Italien i 19907
Sammenlig med det faktiske antal.

Determinationskoefficient og korrelationskoefficient

Da vi opstillede den linezere model for tilskuerudviklingen, fik vi ogsa at vide, at
R? = 0,91. Tallet R? kaldes determinationskoefficienten er et mal for, hvor godt
modellen beskriver udviklingen. Determinationskoefficienten ligger altid mellem 0
og 1, og den er teet pa 1, nar modellen passer godt med udviklingen.

Her er tre eksempler pa xy-plot med forskellig R? veerdi:
Y Y Y

R?=1 R2=10,9 R2=0

I det forste plot er R = 1, og det er den kun, nar punkterne ligger pa regressions-
linjen. Det betyder, at modellen giver en fuldsteendig beskrivelse af udviklingen. I
det andet plot er R? = 0,9. Her der en klar voksende lineser tendens, men punk-
terne varierer noget fra linjen. I det sidste plot er R? = 0, hvilket umiddelbart er
overraskende, da punkter ligger ca. ligesa teet pa linjen som i plot nr. 2. Nar vi
siger, at R? viser, hvor godt modellen beskriver udviklingen, mener vi i forhold
til en vandret linje. I det sidste plot, kan vi ikke finde en lineser funktion, som
beskriver udviklingen bedre end en vandret linje, og derfor er R? = 0.

Man kunne tro, at hvis bare R? er teet pa 1, sd har man ogsd en god model for
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ens data. Men sadan er det ikke ngdvendigvis. Det er vigtigt, at punkterne ligger
pa en tilfeldig made omkring linjen, sa det rent faktisk ligner en lineser funktion
med nogle tilfzeldige afvigelser.

Betragt xy-plottet:

Den ligner ikke en linje, men lad os alligevel prgve at lave en lineser model:

Denne model har R? = 0,93, hvilket da er rimelig teet pA 1, men vi kan se at
punkterne ikke ligger tilfeeldigt omkring linjen. Fgrst ligger de over, sa er der et
langt stykke, hvor de ligger under, og til sidst ligger de over igen. Sa udviklingen
kan ikke beskrives med en lineser model.

I stedet for at angive determinationskoefficienten kan man angive en stgrrelse som
hedder korrelationskoefficienten. Den betegnes med r og fas ved at tage kvadra-
troden af R?. Dog skal man saette et minus pa, hvis udviklingen er aftagende.
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@velse 3.6.3
Betragt den fglgende xy-plot lavet i Excel:

25

*
20 "'!'-’-.. y =-0,7337x + 25,584
..Q..._“. RZ = 0,9814
15 ‘6‘
- ..‘
0 "'o-'_.
1 .""-9_._0
5
0
0 5 10 15 20 55 20

X

a) Er der tale om en tilnszermelsesvis lineser udvikling?

b) Bestem korrelationskoefficienten.

Hvis du har teenkt dig at lave ekstraafsnittet, sa ggr det inden du regner den naeste
gvelse. I ekstraafsnittet far du nemlig et alternativ til at regne i Excel.

Dvelse 3.6.4
I denne gvelse skal vi se pa jordens befolkningstal i perioden 1970-2021.

a) Downloade data her og tilfgj en sgjle i Excel, som indeholder antallet af
ar efter 1970.

b) Opstil et xy-plot, som viser jordens befolkningstal som funktion af antallet
af ar efter 1970.

¢) Opstil en lineser model for udviklingen i befolkningstal, og vurder om
modellen giver en god beskrivelse af data.

d) Forklar, betydningen af tallene i modellen,

e) Bestem hvornar vi, ifslge modellen, er 10 mia. mennesker pa jorden.

Det er vigtigt at bemeerke, at den type modeller, vi kigger pa her, har en be-
graenset levetid. Det kan godt veere, at der har veeret en lineser vackst i jordens
befolkning de sidste 50 ar, men det betyder ikke at vacksten ogsa vil veere lineaer
de naeste 50 ar. Derfor bgr man veere forsigtig med at bruge den slags modeller
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til at fremskrive udviklinger. Faktisk kan man allerede fornemme et lille dyk i
befolkningsveeksten... Spgrgsmalet er om det tilfaeldigt eller en tendens? Det vil
de kommende ar vise.

@velse 3.6.5
Sa befolkningstilvacksten er lineaer... men hvor leenge mon?

a) Bestem jordens befolkning om 10 mia. ar.

Ekstra

I dette ekstraafsnit skal vi fgrst se pa, hvordan man laver lineser regression i
GeoGebra. Der er bade fordele og ulemper ved GeoGebra, og derfor er det godt at
kunne lave regression i bade Excel og GeoGebra. Derefter vil vi se pa matematikken
bag lineger regression.

Lineaer regression i GeoGebra

Hvis du har problemer med fglge guiden, sa gor vinduet stgrre. GeoGebra gemmer
knapper, hvis vinduet er for smat

Vi kan lave lineser regression i GeoGebra ogsa. Vi abner GeoGebra og veelger
"Regneark”
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Vi copy-paster nu data ind i regnearket. Her er det vigtigt at du hgjreklikker
og vaelger indsat. Trykker du ecmd-v (ctrl-v i Windows) virker det ikke:
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Og vi ser at vores model er:
y = 37715x + 152517

Men lgjerne stopper ikke her. Vi kan f& modellen ind i et algebravindue, sa vi kan
arbejde videre med den. Veelg "Kopier til tegneblok™.
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Vi lukker nu nogle vinduer og zoomer pa akserne og far:

A0 O 4N (e
= 4000000

® 11 = {(A1,B1),(A2,B2),(A3,B3), (A4,B4 = o

= {(0, 590549), (4, 363000), (8, 375700), (20, 104 L
o g(x) = FitPoly(I1,1) : 2000000

— 37715.0117252554 x + 152517.1538011433 %

Input... )
’ v -50 / 50 100 150

Funktionen g(z) kan vi arbejde med, som enhver anden funktion i GeoGebra.

Vi kan lave et xy-plot som egner sig til praesentation ogsa. Vi skal bare indsatte
titler pa akserne. Vi hgjreklikker pa et tomt stedet i koordinatsystemet og veelger
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Vis alle objekter
A Standard visning

—2000000

Vi trykker "xAkse” og skriver ”Antal ar efter 1930” ind under "Navn”:

Funktion :N

& 1 yAkse  Gitter

4000
Vis xAkse

® g(x) = FitPoly(I1,1)

= 37715.0117252554 x + 152517.1538011 3000 Vis enheder

Liste 2000 [] Kun positiv retning
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—+ Input... /
~1000000 Navn: er193d ~ 2

Vi tilfgjer en titel pa y-aksen pa tilsvarende made. Vi slukker for modellen (klikker
pa den rgde bolle foran g(x)) og zoomer lidt sa det er pzent:

[] Afstand

Antal tilskuer
4000000 | 1111 IESKUETE @
@
e®e@
O]
3000000 @
@
@
@
2000000
Q@
@ e
1000000 @ o
(¢
(G 9]
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og der var sa det mine damer og herre. Et xy-plot i GeoGebra!
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Det er klart at det er hurtigst at lave xy-plot i Excel, men skal man regne videre
med modellen er GeoGebra smartere. Det skal dog nsevnes at GeoGebra ikke
virker med store dataseet (jeg tror vist greensen er 350 raekker), sa hvis du har
rigtig mange observationer, skal du bruge Excel.

For elever pa den nye ordning (eller elever pa A-niveau), kan jeg navne,
at der ogsa kan laves residualplot i GeoGebra. Man laver det ud fra xy-plottet ved
at klikke pa "Punktplot” og veelge "residualdiagram”:

Voo ¥ - Q =
A E ¢ e 5 - v 123|(=2 .

1 0 590549 o ¢ RE R k=Y

2 4 363000 . Y:B1:B22

3 8 375700 4000000
| 4 ] 20 1045246 .

5 24 768607

6 28 819810 s 3000000

7 32 893172
'8 | 36 1563135 ;

&) 40 1603975 2000000

10 44 1865753

11 48 1545791 Y

12 52 2109723 1000000
13 | 56 2394031 =

14 60 2516215

15 64 3587538 -2

16 68 2785100 (TS

17 72 2705197 -3

Sadan virker linezer regression

Vi skal nu se, hvordan den linesere model fremkommer nar man laver regression
i Excel og GeoGebra. Vi tager udgangspunkt i et simpelt xy-plot med kun tre
punkter:

X

Vi tegner nu (bare sé godt vi kan) en lineser funktion der bedst muligt gar igennem
punkterne. Det er sveert, da punkter ikke rigtigt ligger pa en linje:
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X

Vi markerer nu den lodrette afstand mellem punkt og linje:

Y

X

Afstandene repraesenterer fejlen mellem model og data for det pagaeldende punkt.
Man kunne godt tro, at vi nu prgvede at minimere denne afstand. Altsa at vi
justerede linjen indtil, at den samlede lodrette afstand fra punkterne til linjen var
mindst muligt. Men det er ikke helt det vi ggr. I stedet tegner vi kvadrater med
afstandene som sidelaengder:

Yy

X

Det er arealet af disse kvadrater som Excel/GeoGebra minimerer, nar vi laver
linezer regression. Altsa Excel /GeoGebra justerer pa linjen indtil, det samlede areal
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af kvadraterne ikke kan blive mindre. Vores model er sa den linje, som er resultatet
af dette. Man kan undrer sig over, hvorfor det er arealerne og ikke afstandene der
skal minimeres, men svaret er desveerre uden for reekkevidde her pa HHX. Faktisk
er det tvivlsomt om metoden overhovedet er den optimale i forhold til de konkrete
eksempler i dette afsnit, men igen... denne bekymring hgrer ikke til pa HHX. Sa
hermed en opfordring til at studere statistik pa universitetet, sd kan du komme
og fortezelle mig alt, hvad der er galt med dette afsnit.

3.7 Beviser til linesere funktioner

Vi har leert, at en seetning er et seerlig vigtigt matematisk resultat. Men hvordan
ved man, at en seetning er sand i fgrste omgang? Det ved man, fordi enhver
seetning har et "bevis”, som garanterer at saetningen er sand. I et bevis tager man
udgangspunkt i noget man allerede ved er rigtigt, og sa regner man sig frem til
seetnings pastand.

I dette afsnit vil vi bevise to seetninger. Den fgrste seetning indeholder et kendt
resultat, selvom vi ikke tidligere har omtalt resultatet som en "ssetning”.
Satning 3.7.1
En linezer funktion f(z) = ax + b skeerer y-aksen i punktet (0,b), og hver gang
x vokser med 1, vokser f med a.
Bevis

Lad f veere en linezer funktion.

Y

Vi starter med at vise, at f skeerer y-aksen i punktet (0,b). Skeeringspunkter
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med y-aksen har altid fgrstekoordinaten 0, sa vi kan finde y-veerdien ved at
sette 0 ind i forskriften:
f(0O)=a-0+b=0.

S& den er god nok! Funktionen skeerer y-aksen i punktet (0, b):

Vi skal nu tjekke, at funktionen vokser med a, nar x vokser med 1. Det skal
geelde uanset, hvor vi starter, sa vi veaelger en vilkarlig z-veerdi, som vi kalder
xo. Lader vi denne veerdi vokse med 1, nar vi ud til xy + 1. Funktionens veekst,
nar x gar fra xy til g 4+ 1, ma veere det grgnne stykke vist her:

f(.’l,'() + 1) =

Vi bruger forskriften f(z) = ax + b til at regne:
f(xog) =axg+b
og tilsvarende regner vi:

f(ZC()+1) :a<$()+1)+b
=axrg+a—+b

Vi kan nu regne veaeksten (det grgnne stykke):

flxzo+1) — f(xo) = axg+ a+b— (axg + b)
=arg+a+b—axryg—>b

=a
Sa funktionen vokser altsa med a, nar x vokser med 1.

Nar man fgrst leerer om beviser, kan det veere sveert at se, hvor motivationen til
de forskellige skridt kommer fra. PA HHX skal man ikke leere at lave sine egne
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beviser, og derfor er det ikke vigtigt, hvorfor man ggr det ene og det andet — det
vil ofte veere sveert at ggre klart. Det vigtige er, at man forsta, hvad der sker og,
hvorfor det er korrekt.

Det naeste bevis kraever kendskab til faktorisering, sa lees 1.6, hvis du ikke allerede
har gjort det.

Satning 3.2.1
Lad f(z) = ax+0b veere en lineser funktion og antag, at f gar igennem punkterne
P(x0,y0) 0g Q(x1,y1):

Y

Q(z1,y1)
P(SU(), yO)
x

Da er a og b givet ved:

Y1 — Yo

a= 0g b= yo — axg
L1 — X0

Bevis

Vi laver fgrst en tegning:

f(x1) ~

f(zo) 7
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Da f gar igennem punkterne P og () ma (se tegning):
f(xo) =vyo og [f(z1) =w
Vi bruger nu forskriften f(x) = azx + b til at regne f(zy) og f(x1):
arg+b=vyy og ari+b=1y
Vi regner nu y; — yo:
Y1 — Yo = ax; + b — (axy + b)
Vi ophaever parentesen:
Y1 — Yo =ar1+b—axy—>b

og reducerer:
Y1 — Yo = axry — axy

Vi seetter a ud foran parentesen (vi faktoriserer):

Yr — Yo = a(x1 - IEO)

og formlen for a fremkommer ved at dele med x; — z( pa begge sider:

Y1 — Yo
a =
T1 — Xy

Formlen for b er nem at vise. I starten af beviset fandt vi nemlig ud af, at
axo+b =1y

Sa vi far b ved at trackke ax( fra pa begge sider:
b=1yo— axg

og det var formlen for b.
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3.8 Ekstra til linesere funktioner
Dvelse 3.8.1

Lad f veere en aftagende lineser funktion med definitionsmaengde ]2; 6] og veer-
dimeengde [—2; 8]

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.2

En lineszer funktion gar igennem punktet (—2,1) og skeaerer y-aksen i 3.

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.3

En lineser funktion har nulpunkt i z = 3 og en haldningskoefficient pa %

a) Bestem en forskrift for f

Dvelse 3.8.4
Lad f(z) =2z — 3 og g(x) = —x + b.

a) Bestem b, sa forstekoordinaten til skeeringspunktet mellem f og g er 4.

@velse 3.8.5
Lad f(z) = —3x + 1. Grafen for f gar igennem punktet (x¢,4)

a) Bestem x.
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Dvelse 3.8.6

I denne opgave skal vi se pa et fiktivt skattesystem til indkomstskat. Reglerne
skal veere:

e De fgrste 100.000 kr. af indtaegten beskattes ikke.
« Resten af indteegten beskattes med 60% (uhhhhgg).
Det var det.
a) En person tjener 80.000 kr. Hvor meget skal der betales i skat?
b) En person tjener 140.000 kr. Hvor meget skalt der betales i skat?

¢) Opstil en funktion, som beskriver skattebelgbet som funktion af indtaeg-
ten.

Dvelse 3.8.7

Fahrenheit (°F) er en enhed for temperatur. Man bruger den i USA, da de
elsker skgre enheder derovre. Den er oprindelig defineret ud fra frysepunktet for
en bestemt saltoplgsning og "almindelig kropstemperatur”, men det glemmer vi
lige nu. I stedet vil vi tage udgangspunkt i, at vand fryser ved 32 °F og koger
ved 212 °F. Hvis du ikke allerede ved det, kan jeg oplyse at vand fryser ved 0°C
og koger ved 100 °C.

a) Opstil forskriften for en linezer funktion, der kan bruges til at omregne fra
Celsius til Fahrenheit.

b) Opstil forskriften for en lineser funktion, der kan bruges til at omregne fra
Fahrenheit til Celsius. Du ma gerne bruge lommeregner her.

c) Jeg har hgrt en tommelfingerregel, som siger, at man kan omregne fra
Fahrenheit til Celsius ved at "traekke 30 fra og dele med 2”. Er det korrekt?
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Kapitel 4
Polynomier

Polynomier er en type af funktioner, man stgder pa ofte, og vi vil da ogsa mgde
dem i flere kapitler fremover. Faktisk har vi allerede set eksempler pa polynomier,
da linesere funktioner er en slags polynomier.

4.1 Introduktion til polynomier

Ligesom vi startede kapitlet om linesere funktioner med at definere linezere funk-
tioner, vil vi starte dette kapitel med at definere polynomier. Det betyder altsa,
at vi vil forteelle, hvad vi helt preecist forstar ved et "polynomium”:

Definition 4.1.1

Et polynomium er en funktion, der har en form som en af funktionerne i skemaet:

Forskrift Type

f(x)=a Nultegradspolynomium

f(x) =ax+b Forstegradspolynomium
f(x) =ax® +bx +c Andengradspolynomium
f(x) =ax®+bx? + cx +d Tredjegradspolynomium
f(x) = az* + ba?® + ca® + dx + e Fjerdegradspolynomium

Tallene a, b, c. .. kaldes polynomiets koefficienter. Koefficienten a ma ikke vaere
nul. Skemaet kan fortsaettes, sa der findes polynomier af alle grader.

152



Her er nogle eksempler pa polynomier:

f(z) =22% —3x+4 er et andengradspolynomium

f(x)=14 er et nultegradspolynomium

f(z) = a8 er et ottendegradspolynomium

flx)=—x+2 er et forstegradspolynomium
Dvelse 4.1.1

Hvilke af disse funktioner er polynomier?

a) f(x) =322 +2x+1

b) flz) = vz
c) flz)=2x+1
Q) fl) =1
e) f(x) =2
f) f(z) =5
g) f(x) =52° — 22 — 323 + 222 — 4w + 1
) f(a) = —a*
i) f(z) =2 — 22
i) fx) =30% =35
k) f(z)=m
@velse 4.1.2
Bestem koeflicienterne a og b for fglgende fgrstegradspolynomier:
a) f(x)=2r+1
b) fla) =z +1
c) flz)=—2x+2
d) flz) =
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Dvelse 4.1.3

Bestem koefficienterne a, b og c for felgende andengradspolynomier:

(
b) f(z) =2? -2z +3
c) flz)=—-222+1
d) f(x) =2’
e) f(r) =392 —x
f) f(z) =—2+1,3

Vi vil bestemme graden af polynomiet f(x) = 22" — 42® + 1. Vi ser at den
hgjeste eksponent er 7 (eksponenterne er de tal som x’erne er oploftet i). Det er
derfor et syvendegradspolynomium, og polymiets grad er dermed 7.

Dvelse 4.1.4

Bestem graden af fglgende polynomier:

(
) flz) ==
c) f(z)="7x%— 20 — 23
Q) f(z) =4
Dvelse 4.1.5

Lineaere funktioner er ogsa en slags polynomier.

a) Hvilken slags? Teenk dig godt om.

@velse 4.1.6

Bestem f(0) og f(—2) for folgende polynomier:
a) f(r)=3x—1

b) f(z) =27

¢) f(z)=32>-5r+1
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Polynomiers graf

Grafen for et polynomium kan se ud pa mange mader alt athaengigt af graden.

Y Y Y

Grad: 0 Grad: 1 Grad: 2

. HT Y |
A

Grad: 3 Grad: 4 Grad: 5

Figur 4.1: Polynomier af forskellig grad

Vi sa i gvelse 4.1.5 at polynomier af grad 0 og 1 er linesere funktioner, sa det er
ingen overraskelse, at graferne for disse er linjer. Nar vi gar op i grader, ser vi, at
der kommer flere nulpunkter og flere ekstrema. Man kan vise, at et polynomium
af grad n hgjst har n nulpunkter og hgjst n — 1 ekstrema.

Her er er grafen for fjerdegradspolynomiet f(x) = 2% + 223 — 2% — 21:
Is
T

Vi ser, at der det maksimale antal nulpunkter og ekstrema, nemlig 4 nulpunkter
og 3 ekstrema.

Yy

Her er er grafen for fjerdegradspolynomiet g(z) = z* + 1:
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\J

Vi ser at f har 1 ekstremum og ingen nulpunkter.

Som eksemplet viser, sa siger graden kun noget om, hvor mange nulpunkter og
ekstrema der hgjst kan veere. Ikke hvor mange der er. Dog kan man vise, at alle
polynomier af ulige grad altid har mindst et nulpunkt.

Dvelse 4.1.7

Antag, at vi har et syvendegradspolynomium

a) Hvad kan man sige om antallet af nulpunkter?

b) Hvad kan man sige om antallet af ekstrema?

Dvelse 4.1.8
Betragt grafen for funktionen f:

e

a) Hvad kan man sige om graden af f?

Definitions og veerdimangde for polynomier

Da man kan saette alle tal ind i forskriften for et polynomium er definitionsmaeng-
den R (dvs. alle tal). Hvis graden er lige vil veerdimaengden athaenge af det konkrete
polynomium, mens polynomier af ulige grad har R som veerdimaengde.
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Dvelse 4.1.9
Lad f(z) =2" —4a%+ 32 — 2% + 227 — 2w + 1
a) Bestem Dm(f) og Vm(f).

Dvelse 4.1.10
Lad f(z) = —4
a) Bestem Dm(f) og Vm(f).

Ekstra

I stedet for et skema kan vi lave en samlet definition for polynomier af forskellige
grad.

Definition 4.1.2

Et n’tegradspolynomium er en funktion pa formen:

f(z) = apx™ + ap_12™ '+ - + agx® + ayx + ao,

hvor a,, # 0.

I denne definition hedder koefficienterne altsa ikke leengere a, b, c... men i stedet
Qp, Ap—1, Apn—o. Det er mere teknisk, men smartere.

Lad f(x) = 2z. Sa er n = 1 og koefficienterne er a; = 2 og ag = 0.

Dvelse 4.1.11

Bestem, med udgangspunkt i den nye definition, graden og koefficienterne for
folgende polynomier.

a) f(z)=a*-3
b) f(z) =5
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Dvelse 4.1.12
Lad f(z) =22 — 722 + 32 — 1

a) Bestem a,_;

b) Bestem a,,_o

Der findes et seerligt polynomium, som ikke er omfattet af definitionerne i det-
te afsnit. Dette polynomium har forskriften f(x) = 0 og kaldes nulpolynomiet.
Man kunne godt tro, at nulpolynomiet er et nultegradspolynomium, men nulte-
gradspolynomiet har forskriften f(z) = a, hvor a # 0, sa f(x) = 0, kan altsa
ikke veere et nultegradspolynomium (da a = 0). Men hvis nulpolynomiet ikke er
et nultegradspolynomium, hvilken grad har det sa? Svaret er: Tkke nogen. Nulpo-
lynomiet er det eneste polynomium, som ikke har en grad. Der findes dog nogle
crazy matematikere, som giver det graden —oc.

Dvelse 4.1.13

Lad f(x) =0.
a) Er f et polynomium?
b) Er f et nultegradspolynomium?
¢) Hvilken grad har f7

4.2 Parabler

Vi har set, at der findes polynomier af alle mulige grader. Nulte og fgrstegradspo-
lynomier er jo bare linesere funktioner, og dem ved vi allerede en del om, sa naeste
skridt er andengradspolynomier. I dette afsnit skal vi se neermere pa grafen for et
andengradspolynomium. Et andengradspolynomium er en funktion pa formen

f(r)=ax*+br+c , hvora#0

Her betyder a # 0 at a ikke ma veere nul.

Grafen for et andengradspolynomium hedder en parabel. Parablens udsende og
placering afheenger af koefficienterne a, b og c. Koefficienten a bestemmer grafens
form, og b og ¢ har betydning for grafens placering.
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Betydning af a

Parablen kan se ud pa to forskellige mader alt efter veerdien af koefficienten a.
Hvis a > 0 ligner parablen en glad mund, og polynomiet siges at veere konveks.
Hvis a < 0 ligner parablen en sur mund og polynomiet kaldes konkav:

Y Y

For a > 0 er funktionen konveks For a < 0 er funktionen konkav

Det kan veere sveert at huske, hvad der er konveks og konkav,sa her er en huskeregel:
Vi kan se, at et konvekst andengradspolynomium har en stigende veekst og derfor
er KonVAEKST. Det konkave polynomium ligner en som har slaet sig, og er derfor
KonkAV! Kan man stadig ikke huske, hvad er er hvad, s4 man sige glad og sur
(sorry Jytte).

Dvelse 4.2.1

Afggr, om fglgende funktioner er konvekse eller konkave. Kan du ggre det bade
ved at tegne i GeoGebra og ved at betragte forskriften?

a) f(z) =2 -3 +1
b) f(z) = =322+ 4

Ud over at afggre om polynomiet er konvekst eller konkavt forteeller a ogsa hvor
"spids” parablen er. Her ses tre polynomier med tre forskellige positive a-vaerdien:

Y Y Y

\/ \V \

Der geelder tilsvarende for negative a-veerdier:
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Sa jo leengere vaek a ligger fra nul, jo spidsere bliver parablen.

Y
C J
x

Koefficienten b er den sveereste. For at forklare betydningen, skal vi forst tegne
en tangent til parablen. En tangent er en linje, som ligger op ad en graf. Vi skal
tegne tangenten gennem det punkt, hvor grafen skeerer y-aksen. Det ser saledes

ud:
Y
v\ |

Vi kan se, at tangenten (den rgde linje) fglger parablen omkring parablens skae-
ringspunkt med y-aksen. Koefficienten b er haeldningen pa denne tangent.

Betydning af ¢

Parablen skeerer y-aksen i c.

Betydning af b
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Betragt grafen for et andengradspolynomium f:

Y

Vi vil gerne udtale os om veaerdien af a, b og c.
Vi ser at polynomiet er konkavt, sd a ma vaere negativ.
Parablen skeerer y-aksen i 1, sa ¢ = 1.

Vi tegner nu en tangent til f, gennem skaeringspunktet med y-aksen, for at finde
b:

Vi afleeser heeldningen pa tangenten:
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Vi ser, at haeldningen pa tangenten er 2, sa b = 2.

Konklusion: a < 0, c =1 og b = 2.

Dvelse 4.2.2

Betragt grafen for et polynomium f:

a) Bestem fortegnet for a.
b) Bestem c.
¢) Bestem b.
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Ekstra

Vi har set, hvordan man kan bestemme b og ¢ ud fra grafen, men ikke hvordan
man bestemmer a. Dvs. vi har leert at bestemme fortegnet for a, men ikke selve
veerdien. Det er dog ikke sa sveert. Vi finder a ved at aflaese, hvor meget grafen
vokser, nar vi gar en ud ad x-aksen med udgangspunkt i toppunktet.

Betragt graferne for to andengradspolynomier f og g:

41 Y 44 Y
3 3 g
2 2
14 1
X x

Hvis vi starter i toppunket og gar 1 til hgjre, ser vi, at forste graf falder med 2,
og anden graf stiger med 1:

41 Y 44 Y
1
34 34 g
2 2 2
1+ 14
T T

T T T T T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3\ 4 -4 -3 -2 -1 1 2 /3 4
—14 —\ 4

-2 -2

Vi konkludere, at a = —2 for det fgrst polynomium, og a = 1 for det andet

polynomium.
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Dvelse 4.2.3
Betragt graferne for to polynomier f og g:

34 Y
/ 27
g i
X A
T T T T T T T T T T T T
-3 —2 1 1 2 3 3 9 1 1 2 3
14 1
—2] —2
—3 —34

a) Bestem koefficienten a for f.

b) Bestem koefficienten a for g.

Vi har nu leert, hvordan man afleeser, a, b og ¢ ud fra grafen, sa vi er nu i stand
til at bestemme hele forskriften ud fra grafen.

Dvelse 4.2.4
Betragt graferne for to polynomier f og g:

a) Bestem forskriften for f

b) Bestem forskriften for g
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4.3 Toppunkt og nulpunkter for andengradspo-
lynomier

Vi bliver ved andengradspolynomier, dvs. funktioner pa formen:

f(x) =az*+br+c , hvora#0

I dette afsnit skal vi se, hvordan man beregner forskellige stgrrelser relateret til
andengradspolynomier.

Diskriminant

Diskriminanten er en stgrrelse, som indgar i nogle formler, vi vil stéde pa sene-
re.

Definition 4.3.1

For et andengradspolynomium f(x) = ax?+bx +c er diskriminanten d defineret

ved:
d = b — 4dac.

Vi vil finde diskriminanten for polynomiet f(z) = 22% + 3z — 1.
Vi afleeser a =2, b=3 og c = —1.

Diskriminanten bliver sa:

d = b* — 4ac
=32—4-2.(-1)
=948
=17

Altsa d = 17.
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Dvelse 4.3.1

Bestem diskriminanten for fglgende polynomier:

(
b) f(x) = 2%+ 2z —2
c) f(x)=—a?
d) f(x)=2%—-4
Toppunkt

Et andengradspolynomium har altid et globalt ekstremum og det kaldes Toppunk-
tet:

Toppunkt

Toppunkt
/ \— x

Dvelse 4.3.2

Betragt grafen for et andengradspolynomium f:

a) Aflaes koordinaterne til toppunktet.

Vi kan beregne toppunktet.
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Satning 4.3.1 (Toppunktsformlen)

Toppunktet for et andengradspolynomium f(z) = ax?+bx +c med diskriminant
d, kan bestemmes ved:
—b —d
T=—,—]).
< 2a’ 4a )

Lad f(x) = —2® 4+ 22 — 1. Vi vil gerne bestemme toppunktet. Vi kan se i seet-
ning 4.3.1, at diskriminanten optraeder i formlen for toppunktet, sa vi bestemmer
fgrst diskriminanten.

d = b> — 4dac
=2~ 4 (~1) (1)
=0

Toppunktet kan sa bestemmes:

Altsa er toppunktet (1,0).

@velse 4.3.3

Beregn toppunktet for fglgende funktioner
a) f(x) =222 — 4o +1
b) f(z) = —a2*+2
c) f(z) = 22>

BEMARK: Det er kun for andengradspolynomier, vi kalder ekstremum for top-
punkt. HUSK DET!
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Nulpunkter for andengradspolynomier

Vi har tidligere leert om nulpunkter. Vi husker, at det er der, hvor funktionen
skaerer x-aksen.

QDvelse 4.3.4

Betragt grafen for et andengradspolynomium:

54Y
4
3
9
14
i
T | E— R
-5 —4 -3 -2 — 1 2 4 5

a) Aflees nulpunkterne
Vi husker, at man beregner nulpunkter ved at lgse ligningen f(z) = 0. Denne

ligning kan umiddelbart veere lidt sveer at lgse, nar f(z) er et andengradspolyno-
mium, sa i stedet har vi felgende seetning til beregne nulpunkterne:
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Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)
For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL':%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

—b—+d —b++/d
r=—— 0g Tog=—"T—""
2a 2a

Ud fra saetningen kan vi se, at diskriminanten forteeller os, hvor mange nulpunkter
der er.

Lad f(x) = —2® — 2. Daer

d = b> — dac
=04 (1) (-2)
= —8.

Derfor har f ifglge seetning 4.3.2 ingen nulpunkter.

Lad f(z) = 22% Da er

d=0b*— 4dac
=0°—4-2-0
= 0.

Ifglge saetning 2 har f et nulpunkt:

—b_ <0 _—0_

9221 Y

X

Vi konkluderer at f har x = 0 som sit eneste nulpunkt.
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Lad f(z) = 22 — 4. Daer

d =b* — 4ac
= 0% —4-1(—4)
=0+ 16
— 16.

Ifplge saetning 4.3.2 er der to nulpunkter og de bestemmes ved

=b=vVd _ -0-V16 4

T = = = -2
2a 2-1 2

0g

b+ vVd  —0+V16 4
2 212
Altsa f har nulpunkterne x; = —2 og x9 = 2.

= 2.

T2

Dvelse 4.3.5

Beregn nulpunkterne for

(z) =
b) f(x)=2*+2z+1
c) flx)=2>-9

d) f(x)=2>+x—2
e) f(r) = —22%+ 6z

Betragt grafen for et andengradspolynomium f:
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Vi kan se, at grafen at grafen ikke skeerer z-aksen, sa f har ingen nulpunkter,
og derfor ma diskriminanten veere mindre end nul.

Dvelse 4.3.6
Betragt graferne for de tre andengradspolynomier: f, g og h.

Y Y Y

/ g vh

Tt T v

a) Bestem fortegnet for diskriminanten for f.

b) Bestem fortegnet for diskriminanten for g.

¢) Bestem fortegnet for diskriminanten for h.

Ekstra

Seetning 4.3.2 er lidt sveer at huske. Men man kan faktisk ngjes med at huske en
enkelt formel:
 —bEVd

2a
Det er nemmest at forklare ved at vise nogle eksempler.

X

Vi vil bestemme nulpunkter for f(z) = 2 + 1. Diskriminanten bliver d = —4
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(regn selv efter). Vi kigger pa formlen:

b+
B 2a

X

Vi ser at vi far et problem, hvis vi prgver at tage kvadratroden af d, da man
ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal. Det minder os om, at der ikke er
nogle nulpunkter, nar d er negativ.

Vi vil bestemme nulpunkter for f(z) = 22. Diskriminanten bliver d = 0 (regn
selv efter). Vi kigger pa formlen:

_ —bEVd

2a

X

Da d = 0 bliver formlen til ;

" 2
hvilket svarer til formlen fra ssetning 4.3.2, og vi kan regne videre som tidligere.

X

Vi vil bestemme nulpunkter for f(zr) = x* — 1. Diskriminanten bliver d = 4
(regn selv efter). Vi indsaetter i formlen:

_—bEVd  -0E£vV4 0£2 |1
2 2-1 2 )=

X

I det sidste skridt har vi regnet udtrykket % to gange. En gang med plus og
en gang med minus, hvilket giver 1 og —1.

Dvelse 4.3.7
Lad f(x) = 2> +bx +5

a) Hvad skal b veere, hvis fgrstekoordinaten til toppunktet skal veere —37

Dvelse 4.3.8
Lad f(z) = ax® + 4z + 2

a) Hvad skal a veere, hvis f skal have netop 1 nulpunkt?
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Vi afslutter afsnittet med en ret sveer gvelse. Kun for de klage.

@velse 4.3.9 (Svaer)

I sidste afsnit leerte vi, at koefficienten a kan aflaeses som det stykke parablen
vokser med, nar x vokser med 1 med udgangspunkt i toppunktet. I denne gvelse
skal du bevise, at det er rigtigt

Lad x7 betegne forstekoordinaten til toppunktet.

a) Bestem en formel for x7. Den kan ses direkte af toppunktsformlen.

o

)

) Bestem f(z7)

c) Bestem f(xr + 1)
)
)

[oN

Regn f(xr +1) — f(xr)

Argumenter nu for, at a kan aflaeses som det stykke parablen vokser med,
nar x vokser med 1 med udgangspunkt i toppunktet.

(&

4.4 Andengradsligninger

Vi har tidligere leert at lgse forstegradsligninger. Den gang kaldte vi dem godt
nok bare for ”ligninger”, men det var faktisk f;zﬁrstegradsligninger idet, de kun
indeholdte = og ikke noget 22, x3,. Vi lgste dem ved at samle x’erne pa den ene
side og tallene pa den anden. Dette kaldes ogsa at isolere x.

En ligning som indeholder 2? og ikke x i nogen hgjere potens (22, 2, osv.) kaldes

en andengradsligning. Vi skal nu se, hvordan man Igser andengradshgmnger. Vi
starter dog med at vise se, hvordan man ikke lgser dem.

Lad os se om vi kan bruge den samme metode, vi kender fra fgrstegradsligninger
til andengradsligninger.

Vi prgver med ligningen 22 + 4 = —4x.
Vi traekker 4 fra pa begge sider og far

= —4xr —4
Vi leegger 4z til pa begge sider og far

22+ 4o = —4.
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Men hvad nu? Nu har vi bade noget med z2 og z, som vi ikke kan samle. Adhhh,
hvad skal vi dog ggre?

Eksemplet viser, at den metode vi kender fra fgrstegradsligninger ikke er tilstraek-
kelig til at lgse andengradsligninger. I stedet kan vi udnytte nulpunktsformlen
(seetning 4.3.2) til at 1gse dem.

Lad os igen betragte andengradsligningen 2 + 4 = —4x.
Vi omskriver nu ligningen sa der star nul pa den ene side. Det ggr vi ved at 4z
til pa begge sider, hvilket giver:

2 +4r+4=0.

En lgsning til denne ligning er det samme som et nulpunkt for funktionen
f(x) = 2% + 42 + 4, s vi kan altsd finde lgsningerne vha. nulpunktsformler-
ne (seetning 4.3.2). Vi finder forst diskriminanten:

d = b — 4ac
—42_-4.1-4
=16 — 16
=0.

Da d = 0 er der et nulpunkt, og det bestemmes ved

-b -4 -4
2 2-1 2
Vi konkluderer at Igsningen til ligningen er z = —2.

Dvelse 4.4.1

I eksemplet oven over pastod vi, at en lgsning til ligningen > +4x +4 = 0 svarer
til et nulpunkt for f(z) = 22 + 4z + 4.

a) Forklar hvorfor.

Strategien for at lgse en andengradsligning er altsa:

1. Omskriv ligningen s& den har formen az? + bx +c¢ =0
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2. Find nulpunkterne for funktionen f(x) = ax?® + bz + c¢. Nulpunkterne for
f(z) er lgsning(erne) til ligningen.
Dvelse 4.4.2
Lgs folgende ligninger:
a) 212 = —2x + 4
b) z+5 = —z?
c) v —8xr = —16

Har man to lgsninger til en andengradsligning, f.eks. xr1 = 2 og zo = 5, kan man
skrive den samlede lgsning som

r=2Vx=4.

Tegnet V betyder "eller”. Det kan virke fjollet at skrive "eller”, nar de jo begge to
er lgsninger, men man skiver “eller”, fordi x ikke have to vaerdier pa en gang.

Dvelse 4.4.3
Antag at en andengradsligning har lgsningerne x1 = —3 og xy = 4

a) Opskriv lgsningerne ved at bruge tegnet ”V” som forklaret lige oven over
denne gvelse.

Simple andengradsligninger

Andengradsligninger kraever en lgsningsformel, fordi det er sveert at isolere x. Men
hvis ligningen ikke indeholder noget led med z, kan vi lgse den hurtigere.

Vi vil Igse ligningen 22 4+ 6 = 10. Vi isolerer z%:
z? =4
Vi kan finde en lgsning til ligningen ved at tage kvadratoden af 4.
r=v4=2

Man kunne tro, at vi nu havde lgst ligningen, men kvadratroden er lidt en
snyder. Mange tror at kvadratroden ophaever ”i anden”, men ligningen > = 4
har bade en positiv og en negativ lgsning, og kvadratroden giver kun den positive
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lgsning. Den anden lgsning finder vi ved at satte et minus foran kvadratroden:
T =—V4=-2

Vi opskriver lgsningerne med den mindste lgsning fgrst 1 = —2 og zo = 2.

Vi vil Igse ligningen 22 4+ 3 = 2.Vi isolerer z%:

22 =—1

2:

Noget i anden er altid positivt (eller nul), sd 2 = —1 har kan ikke have nogen

lgsninger.
Dvelse 4.4.4
Lgs ligningerne
a) 2 —1=
b) 22 =
c) B¥ 4+ 7=
d) 22=0

Hvis andengradsligningen kun indeholder led med z’er og 22 og ikke noget tal-led,
kan den ogsa lgses hurtigt. Vi skal se hvordan i naeste afsnit.

Ekstra
Dvelse 4.4.5

Betragt ligningen 2% + 42z + 12 = -2z + k

a) Bestem k, sa ligningen har netop 1 lgsning.

4.5 Nulreglen

Vi har nu set, hvordan man lgser forste og andengradsligninger, men hvad med
ligninger af hgjere grad? Vi skal se pa regel, som i visse tilfeelde, kan ggre os i
stand til at lgse ligninger af hgjere grad og andre mere avancerede ligninger.
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Satning 4.5.1 (Nulreglen)
Hvisa-b=0,saera=0Vb=0.

Vi husker at tegnet V betyder "eller”.

Taenker man lidt over det, er nulreglen ikke sa maerkelig. Det er klart, at hvis man
ganger to tal sammen og resultatet er nul, sd ma det veere fordi mindst et af tallene
er nul.

Dvelse 4.5.1

Nulreglen er ogsa kendt som den regel, ingen elever kan huske, og hvis en elev
endelig kan huske, at der noget som hedder nulreglen, sa husker eleven reglen
forkert.

a) Hvad siger nulreglen udtrykt med ord?

Vi vil bestemme lgsninger til ligningen (z — 2)(z + 3) = 0. Vi kan se at vi har
to udtryk ganget sammen (de to parenteser) og derfor kan vi bruge nulreglen.
Altsa:

r—2=0Vx+3=0

Dette ma betyde at ligningen har Igsningerne
r=2Vzr=-3
Hvis man er et ordensmenneske kan man stille lgsningerne op i reekkefglge:
rT=-3Vr=2
Man kan ogsa opskrive lgsningerne som
Ty =—3 0g T9 =2
Same shit.

@velse 4.5.2

Lgs vha. nulreglen ligningerne:
a) (x+4)(x+2)=0
b) (x—2)z=0
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Nogle gange skal man arbejde lidt, fgr man kan bruge nulreglen:

Vi vil nu bruge nulreglen til at lgse ligningen 2% — 42 = 0. Vi starter med at
seette  ud foran en parentes:

r(z? —4) = 0.
Dette kaldes ogsa at faktorisere. Prgv at gange parentesen ud — kan du se, at
det giver den oprindelige ligning?

Nu er ligningen pa formen a - b = 0, hvor a = x og b = 2> — 4, og dermed kan
vi bruge nulreglen. Ifglge nulreglen er

r=0Vaz’—4=0.

Vi Igser nu ligningen 22 — 4 = 0. Vi har allerede laert at lgse den slags ligninger
og lgsningen er:
rT=—-2Vzr=2

Vi samler nu lgsningerne og far
r=—-2Vrx=0Vzx=2.

Dvelse 4.5.3

Lgs ligningerne
a) 2% +22% =0
b) x3 = —227

Vi vil Igse ligningen a® = 22. Vi starter med at omforme den, sa vi far nul pa

den ene side af lighedstegnet:
z? — 2% =0.

Sa faktoriserer vi
i (x —1).

Nulreglen giver os sa at
??=0Ve—1=0,

dvs. vi far lgsningerne x =0V x = 1.
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Dvelse 4.5.4

Logs folgende ligninger:
a) ¥ — 2% -2 =0
b) '+ 32% =0

2

c) % vx —1=0 (sveer)

Dvelse 4.5.5
Lgs ligningerne
a) 2% — 4o = 32?
b) 223 — 122% = —221

¢) xv/x + 3+ 2Vx +3 =0 (sveer)

Ekstra

Et gangestykke hedder ogsa et produkt, og de enkelte stgrrelser i gangestykket
kaldes faktorer. Sa nulreglen kan ogsa formuleres som:

Satning 4.5.2 (Nulreglen)

Hvis et produkt er nul, s er mindst en af faktorerne nul.

Dvelse 4.5.6
Bestem:

a) Produktet af 3 og 7.

b) Faktorerne i regnestykket 2 -3 - x

4.6 Fortegn for polynomier

I dette afsnit skal vi se, hvordan man ved beregning laver en fortegnsundersggelse
for et polynomium.

Fortegnsundersggelse for polynomier

Fortegnsvariationen (resultatet af fortegnsundersggelsen) kan bestemmes ved af-
leesning eller ved beregning. Vi starter med at repetere, hvordan man ggr ved
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aflaesning.

Vi vil nu lave en fortegnsundersggelse af funktionen f(x) = 223 —22? ved grafisk
afleesning.

Vi tegner grafen for funktionen:

Jeg har markeret nulpunkterne med rgdt. Vi kan nu afleese fortegnsvariationen

for f:

f(x) >0 pd |1, 00]
f(x)=0for x =0o0gx = 1.
Dvelse 4.6.1

Bestem ved grafisk aflaesning i GeoGebra en fortegnsundersggelse for fglgende
funktioner:

a) f(r)=3x+3
b) f(z) =z*+0,52% — 2? — 0,5z

Vi skal nu se, hvordan man laver en fortegnsundersggelse ved beregning.

Lad f(z) = 2% — 4.
Vi vil lave en fortegnsundersggelse for f ved beregning.

Vi kunne bruge nulpunktsformlen for andengradspolynomier til at finde nul-
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punkter, men det er overkill da forskriften er simpel. Vi saetter f(x) = 0:

2 —4=0
og isolere z2:
z? =4
Denne ligning har lgsningerne z = —2 V x = 2, hvilket saledes er nulpunkterne

for f.

Vi undersgger nu, hvordan funktionen ser ud omkring nulpunkterne. Vi skal
altsa finde nogle z-veerdier som ligger pa hver side og imellem x = —2 og x = 2.
Vi veelger z-veerdierne -3, 0 og 3 og laver et sildeben:

x| =3|-2]0 |23
fx)|5 [0 |—4]0/5

Vi er ligeglade med de praecise funktionsveaerdier — vi er kun interesserede i
deres fortegn:

x -3/-210 (2]3

flx)|+ |0 |—|0]+

Vi konkluderer:

f(z) >0 pa | — o0, —2[ 0g ]2, 00]
f(x)=0narz = -2V =2

Dvelse 4.6.2

Bestem ved beregning fortegnsvariationen for fglgende polynomier.

2) flz) =

b) f(z)=3x+9

¢) f(x)=a>+3x—4

d) f(z) = —22* + 62° — 422 (sveer)
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Ekstra
Dvelse 4.6.3

I denne gvelse skal du lgse uligheden 222 — 4z 4+ 2 > 2 + 22 — 6. Jeg hjeelper
dig.

a) Omskriv uligheden sa du har nul pa hgjre side.

b) Lav en fortegnsundersggelse for polynomiet pa venstre side i den omskrev-
ne ulighed.

¢) Brug resultatet af din fortegnsundersggelse til at lgse uligheden.

Dvelse 4.6.4

Betragt uligheden 22?2 — 4z + 2 < 22 + 22 — 6 (det er neesten samme ulighed
som for).

a) Lgs uligheden

4.7 Skeering mellem polynomier

I dette afsnit skal vi se pa, hvordan man beregner skaeringspunkter mellem poly-
nomier. Vi starter dog lige med at repetere, hvordan man bestemmer skaerings-
punkter ved aflaesning.

Lad f(z) = —224+2 og lad g(z) = —2x+2. Vi vil nu bestemme skaeringspunktet.
Vi tegner graferne og markerer de to skaeringspunkter med grgn:

Vi afleeser de to skeeringspunkter til at veere (0,2) og (2, —2).
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Det er nemt at aflaeese skaeringspunkterne, men hvis gerne vil respekteres af sin
matematiklaerer, bgr man ogsa kunne beregne dem.

Vi vil nu beregne skaeringspunkterne for funktionerne fra eksempel 4.7.1. Det
ggres ved at seette funktionerne lig hinanden og lgse den ligning der fremkommer.
Vi skal altsa lgse ligningen:

Vi indsaetter forskrifterne:
—r? 4+ 2= -2x+2

og lgser ligningen som en andengradsligning. Ferst skal vi skal omforme den, sa
der star nul pa den ene side:

—2? +2r =0
Vi finder vi diskriminanten:
d = b> — dac
=22 -4.(-1)-0
=4

Vi bestemmer sa de to lgsninger:

~b—vd —2-+4 —4

= = = = 2
xl 2% 2. (—1) -2

0g

—b+vd —2+V1 0
2 2-(—=1) =2

Altsa er lgsningen til ligningen x1 = 2 og x5 = 0.

=0

T =

Nu har vi fundet z-veerdierne til de to skaeringspunkter. Vi mangler sa bare
y-vaerdierne og dem finder vi ved at satte z-vaerdierne ind i en af forskrifterne.
Vi bestemmer selv, hvilken en forskrift vi bruger. Vi valger at seette dem ind i
g(z). Vi far den forste y-veerdi til:

g(0)=—-2-0+2=2,
og den anden y-veerdi til

g(2) =—2-24+2=-2.
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Vi far altsa skeeringspunkterne til (0,2) og (2, —2), hvilket er det samme som
vi fik ved aflaesning. Denne gang er vi sa bare sikre pa, at vi har de helt praecise
punkter. Vi er hermed blevet til rigtige matematikere.

Dvelse 4.7.1
Bestem ved beregning skaeringspunkterne mellem fglgende funktioner:

a) f(z)=12" og g(z)=4

(
b) f(x)=2>+2—-3 og glr)=x+1
c) flx)=2x+1 og glx)=—-2+7
Q) f£)=2 og g(x)=a’+3
e) f(x)=2+2% og g(x)=2x (sveer)

4.8 Beviser til polynomier

Nulpunktssaetningen for andengradspolynomier (B-niveau
version)

Forudsaetninger
Dette afsnit kraever kendskab til kvadratssetningen
(a+ b)* = a® + b* + 2ab

Hvis du synes den ser maerkelig ud, sa laes afsnit 1.8

Vi vil bevise nulpunktsformlen for andengradspolynomier. Til det bevis har vi
brug for fglgende regel:

(a+b)* = a® + b* + 2ab

Reglen kaldes ogsa en kvadratsetning. Der er tre kvadratsaetning er reglen er altsa
en af dem.
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Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)

For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL’:%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

_—b-vd _ b+ Vd

T = 0 T
! 2a & 2 2a

Bevis

Et nulpunkt er en z-veerdi hvor f(x) = 0. Vi gerne bestemme nulpunkterne for
f, sa vi skal lgse ligningen:

flx) =0
Vi indsaetter forskriften for f:

ax® +br+c=0
Vi ganger ligningen med 4a pa begge sider og far:
4aax® + dabx + dac = 0
Da 4aaz? = (2ax)? (tjek det) og 4abx = 2b(2ax) (tjek det) kan vi omskrive

ligningen til:
(2ax)* + 2b(2az) + 4ac = 0

Vi saetter nu F' = 2ax og far sa:
F? 4+ 2bF + 4ac = 0
Vi trackker nu 4ac fra pa begge sider og laegger b? til pa begge sider sa vi far
F? +2bF 4+ b* = b* — dac
Vi genkender udtrykket for diskriminanten pa hgjresiden.

F2 4+ 20F + b =d
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Venstresiden kan vha. kvadratsaetningen omskrives til (F + b)?, s vi far:
(F+b)*=d

Hvis d < 0 har ligningen ingen lgsninger, da noget i anden ikke kan veere
negativt. Dermed har vi vist forste del af saetningen.

Hvis d > 0 sa er:
F+b=+Vd

Her betyder + at bade v/d og —v/d er en mulighed. Vi treekker b fra pa begge
sider:

F=—b++d

Hmm hvad var det nu F' var? Nah ja det var jo 2ax. Det kan vi saette ind i
stedet for F":
2ax = —b +Vd

Til slut dividerer vi med 2a pa begge sider af lighedstegnet:

_ —bEVd

o 2a

og vi er naesten feerdige. Ligningen passer allerede med 3. del af saetningen sa vi
skal bare tjekke, hvad der sker hvis d = 0:

x_—bj:\/ﬁ_;b
- 2a 24

hvilket ogsa var pastanden i seetningen.

Nulpunktssaetningen for andengradspolynomier (A-niveau
version)

Dette bevis kreever kendskab til kvadratkomplettering.
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Satning 4.3.2 (Nulpunktsformler)

For et andengradspolynomium f(z) = ax? + bx + ¢ med diskriminant d gzelder:
Hvis d < 0, sa er der ingen nulpunkter.

Hvis d = 0, sa er der et nulpunkt og det er bestemt ved

—b

ZL':%

Hvis d > 0, sa er der to nulpunkter, x; og x2, og de er bestemt ved

—b—+d —b++/d
r=—— 0g Tog=—"T—""
2a 2a

Bevis

Et nulpunkt er en z-veerdi hvor f(x) = 0. Vi gerne bestemme nulpunkterne for
f, sa vi skal lgse ligningen:

f(z) =0
Vi indsaetter forskriften for f:

ax’ +bx +c=0.

Vi treekker ¢ pa begge sider og deler derefter med a:

Vi kvadratkompletterer:
(o) () =
x4+ —] —(—] =—.
2a 2a a
Vi regner brgken (%)2 og laegger den til pa begge sider.
( N b>2 _P e
YTo0) T a2 o

Vi forleenger brgken £ med 4a:

( n b )2 b2 4ac
T+ —] =—— —
2a 4a?  4a?’
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og saetter pa feelles brokstreg:
( n b >2 b? — dac
x = —
2a 4a? "’

Vi genkender diskriminanten i teelleren:

(r0) =
x =—
2a 4a?’
Naevneren i brgken pa hgjresiden er altid positiv (hvorfor?), og derfor vil brgkens
fortegn veere bestemt af taelleren d.

Hvis d < 0 har ligningen ingen lgsninger, da noget i anden ikke kan veere
negativt. Dermed har vi vist forste del af seetningen.
Hvis d > 0 sa er:

b d

— =+
$+2a 4a?

Vi bruger reglen f \[ pa hgjresiden traekker ~ fra pa begge sider:

Vi seetter pa feelles brgkstreg

og bytter rundt pa reekkefglgen:

—b+d

2a

€Tr =

Sa, hvis d > 0 har vi altsa to nulpunkter:

—b—/d _ —b+Vd

I =———7"69H9—/ 0 Ty =
! 2a & 2 2a

Hvis d = 0 har vi:
—b+v0  —b

x PR
2 24’
b

hvilket betyder at f har et enkelt nulpunkt nemlig x = 5.
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Kapitel 5

Procentregning og
indekstal

I dette kapitel skal vi forst se pa procentregning, som I kender det fra folkeskolen.
Derefter vil vi kigge pa noget som hedder indekstal som bruges til at beskrive
udviklinger. I far brug for procentregningen i det naeste kapitel om eksponentielle
funktioner, og I far brug for indekstal i de gkonomiske fag.

5.1 Procentregning

Procent betyder "hundrededele". Spiser man f.eks. 8% af en kage betyder det altsa
at hvis kagen er skaret i 100 stykker, har man spist 8 stykker. Har man en pris
der stiger med 10% betyder det at hvis vi deler prisen op i 100 dele, skal vi leegge
10 af disse oven i den oprindelige pris osv.

Der findes flere metoder til at regne procentregningsopgaver. Kan man allerede en
metode, kan man vaegle at holde fast i den og springe direkte til gvelserne i dette
afsnit. Dog skal man veere opmarksom pa, at den metode, man allerede kender,
muligvis ikke er tilstreekkelig til at regne alle gvelserne. I det fglgende skal vi se
pa to skemaer, som viser to typer af metoder til at regne procentregningsopgaver.
Metoderne vist i det fgrste skema minder om dem, man typisk bliver undervist i
i folkeskolen.
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Et belgb vokser fra 500 kr. til 600 kr. Hvor mange
procent er det vokset?

Et belgb er faldet fra 600 kr. til 500 kr. Hvor mange
procent er det faldet?

Efter vi har lagt 10% til et belgb har vi 500 kr. Hvad
havde vi for vi lagde 10% til?

Efter vi har fjernet 10% fra et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi oprindeligt?

Spgrgsmal Svar

Hvad er 10% af 5007 M .10 =50

10% af et tal er 500. Hvor stort er det oprindelige tal? % - 100 = 5000
Hvor mange procent udger 50 ud af 5007 % -100% = 10%
Laeg 10% til 500. 500 + 1 - 500 = 550
Traek 10% fra 500. 500 — % =500 = 450

600500 . 100% = 20%

600—500
)50, 100% = 16,67%

500 —
20100 = 454,55

500
100—-10

- 100 = 555,56

Skema 1

Metoderne i skema 1 er simple at bruge, da man blot erstatter tallene i eksemplerne
med sine egne. Har man en god forstaelse af hvad procent betyder, er der dog
hurtigere metoder til at udregne procenter. Disse er vist i skema 2:
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Spgrgsmal

Svar

Hvad er 10% af 5007

10% af et tal er 500. Hvor stort er det oprindelige
tal?

Hvor mange procent udggr 50 ud af 5007
Leeg 10% til 500.
Traek 10% fra 500.

Et belgb vokser fra 500 kr. til 600 kr. Hvor mange
procent er det vokset?

Et belgb er faldet fra 600 kr. til 500 kr. Hvor mange
procent er det faldet?

Efter vi har lagt 10% til et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi fgr vi lagde 10% til?

Efter vi har fjernet 10% fra et belgb har vi 500 kr.
Hvad havde vi oprindeligt?

0,1-500 = 50
ot = 5000

o =0,1=10%

1,1 -500 = 550

500 - 0,9 = 450

B0 —1=102=20%

500 _ _
— a0 = 0,1667 = 16,67%

500 __
00 — 454,55
500 __
Ny = 555,56

Skema 2
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Dvelse 5.1.1

Du skal regne fglgende procentregningsopgaver. Du bestemmer selv metoden,
men jeg anbefaler metoderne for Skema 2.

a) En elev drikker 150 ml af en 500 ml Faxe Kondi. Hvor mange procent af
sodavanden har eleven drukket?

b) En elev har 10% fraveer i matematik. Der har veeret 20 matematikmoduler.
I hvor mange moduler har eleven veeret fraveerende?

c) En elev kober en telefon med sin far. De aftaler at eleven skal betal 30%
af prisen. Eleven ender med at betale 2700 kr. Hvad kostede telefonen?

d) En vare koster 200 kr. og stiger derefter med 20%. Hvad koster varen efter
prisstigningen.

e) Momssatsen i England er 20% (i hvert fald pa tidspunkt opgaven er skre-
vet). En vare koster 30 GBP med engelsk moms, hvad koster den uden?

f) Brendby IF tilbgd i 2013/2014 seesonkort for 995 kr. Var man aktionaer
kunne man far det 20% billigere. Hvad kostede et seesonkort for aktionee-
rer?

g) En elev kgber et par sko til 840 kr. Skoene var sat 30% ned. Hvad var
normalprisen?

h) En elev arbejder i en butik der szlger slik. En kunde kgber en pose piratos
for 10 kr. som normalt koster 20 kr. Hvor mange procent har kunden faet
i rabat?

i) Priserne pa hindbeersnitter stiger fra 10 til 12 kr. Hvor stor er prisstignin-
gen i procent?

Forklaring af metoderne

En ting er at kunne regne procentregningsopgaver, noget andet er at kunne forklare
metoderne.

Vi vil nu se pa den forste metode i skema 1. Det pastas altsa at vi kan finde 10%

af 500 ved at regne:
500

— - 10 = 50.

100
Hvorfor er det mon rigtigt? Jo altsd, procent betyder hundrededele, sa ved at
dividere 500 med 100 finder vi 1 hundrededel. Dem skal vi sa have 10 af, og derfor

ganger vi med 10. Hermed er den fgrste metode i skema 1 forklaret.
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Dvelse 5.1.2
Nu er det din tur til at forklare.
a) Forklar si mange af metoderne i skema 1 som du kan.

b) Forklar s& mange af metoderne i skema 2 som du kan. Du ma godt tage
udgangspunkt i skema 1.

5.2 Indekstal

Indekstal bruges til at fa overblik over en udvikling. De er isaer nyttige hvis man
vil sammenligne udviklinger.

Betragt folgende to tilskuerudviklinger:

Seeson 08/09|9/10 | 10/11 |11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 16908 | 14372 | 12849 | 12600 | 9166 | 15931

Tilskuerudvikling for Brgndby IF

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 7777 | 7107 | 7212 | 7422 | 5800 | 8061

Tilskuerudvikling for FCM

Det er sveert direkte at sammenligne de to udviklinger. Vi kan se at de begge
starter godt, er i krise i 12/13-saesonen, og slutter godt. Hvem har mon haft den
bedste udvikling?

Det finder vi ud af ved at lave indekstal. Man laver indekstal ved forst at veelge
et basisar. Det er typisk det fgrste ar i udviklingen. Basisaret er udgangspunktet
for sammenligningen og derfor ssetter man veerdien til 100 (som i 100%). Derefter
udregner man de andre indekstal ved at finde ud af hvor mange procent den
pageeldende veerdi udger af veerdien i basisaret.

Selvom indekstal egentligt er procentvaerdier, skrives de uden procenttegn.

Vi beregner indekstallet for BIF for 11/12 ssesonen med 08/09 som basisar.
Tilskuertallet for 11/12 er 12600 og tilskuertallet for basisaret er 16908. Derfor
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kan vi udregne:
12600

16908
Dvs. indekstallet I er 75. Vi laver et nyt skema:

= 0,7452 = 75%.

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Indekstal | 100 75

Dvelse 5.2.1
Nu er det din tur.

a) Regn resten af indekstallene for BIF.

Procentpoint

Kigger vi pa indekstallene for tilskuertallene for BIF, kan vi se at fra saesonen
12/13 til 13/14 er indekstallet vokset med:

94 — 54 = 40.

Vi siger at indekstallet er vokset med 40 procentpoint. Procentpoint er altsa for-
skellen mellem to indekstal og det er noget andet end den procentvise stigning.
Vil vi have vaeksten i procent skal vi regne:

94 — 54
54

-100% = 74%.
Vi ser at stigningen pa 40 procentpoint faktisk er en stigning pa 74%.

Dvelse 5.2.2
Her ses indekstallene for FCM:

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Indekstal | 100 91 93 95 75 104

a) Hvem vil du sige har haft den bedste tilskuerudvikling i perioden 08/09-
13/147
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Dvelse 5.2.3
Se pa indekstallene for FCM i saesonen 12/13 og 13/14.
a) Med hvor mange procentpoint stiger indekstallet fra 12/13 til 13/147

b) Med hvor mange procent stiger indekstallet fra 12/13 til 13/147

Beregning af veerdier ud fra indekstal

Ligesom man kan udregne indekstal ud fra nogle vaerdier kan man ogsa regne bag-
laens hvis man har indekstallene, men ikke veerdierne. Man skal dog have mindst
en veerdi for man kan finde resten.

Antag at en vare koster 250 kr. i 2005 som er basisaret og antag at indekstallet
for varens pris i 2011 er 130. Vi kan sa regne varens pris i 2011 ved at tage 130%
af 250:

250 - 1,3 = 325.

Varens pris i ar 2011 var altsa 325 kr.

@velse 5.2.4

Nedenunder ses tilskuertallene for SgnderjyskE:
Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 3420 | 3419 | 3283 |7 3005 |7
Indekstal 100 ? 96 96 ? 102

a) Bestem de manglende veerdier.
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Kapitel 6
Eksponentielle funktioner

Eksponentielle funktioner opstar, nar noget vokser eller aftager med en fast pro-
cent. Det kunne f.eks. vaere en konto, som blev tilskrevet en rente. Ofte vil vi dog
kigge pa situationer, hvor noget vokser /aftager tilnsermelsesvist eksponentielt. Det
kunne vaere en maskine der mister vaerdi, udbredelse af en sygdom, bakterievaekst,
OSV.

6.1 Introduktion til eksponentielle funktioner

Vi starter selvfglgelig med at definere, hvad en eksponentiel funktion er:

Definition 6.1.1

En eksponentiel funktion er en funktion pa formen f(x) = ba”, hvora > 0, a # 1
og b > 0.

Tallet a kaldes grundtallet eller fremskrivningsfaktoren og b kaldes begyndelses-
veerdien.

Mange elever kan ikke finde ud af at udtale "eksponentiel funktion” korrekt.
Det udtales ellers praecist om det staves.

a) Sig "eksponentiel funktion” hgjt 5 gange efter hinanden.
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@velse 6.1.2
I definition 6.1.1 stod der at a > 0, a # 1 og b > 0.
a) Hvad betyder det?

@velse 6.1.3
Bestem a og b i fglgende eksponentielle funktioner.
a) f(r)=2-5"
b) f(x) = 3000 -1,02"
c) f(z)=14"
Dvelse 6.1.4
Afggr hvilke af folgende funktioner der er eksponentielle funktioner:
a) f(r)=2-3"
b) f(z) =22+ 1
c) flx) =422
d) f(z)=1,3"
e) f(z)=20-1"
) f(z)=-3-6°
g) flx)=5-1"
@velse 6.1.5

Lad f(z) = 5000 - 1,6".
a) Bestem grundtallet og begyndelsesveerdien.

b) Bestem f(—1) og f(3). Bare brug en lommeregner /GeoGebra. Det er svaert
at ggre i handen.

197



Dvelse 6.1.6

10312 - 1,05%, hvor = er antal ar efter 2020.

b) Hvor mange indbyggere er der i byen i ar 20317

Den naturlige eksponentialfunktion

Leonhard Euler var en cool matematiker, som levede
i tidsrummet 1707-1783. Han regnes som at veere en
af historiens allerstgrste matematikere. Det er vi dog
ligeglade med lige nu, og vi skal bare bruge et tal som er
opkaldt efter ham, nemlig Eulers tal som bliver betegnet
med e og er givet ved:

e = 2.71828182845904523536 . . . .

Eulers tal er, ligesom 7, et tal med uendelig mange de-
cimaler uden noget system. Ligesom vi husker 7 = 3,14
vil vi ogsa huske e = 2,72. Eulers tal optreeder man-
ge steder i matematik og naturvidenskab, men her er
vi interesserede i det i forbindelse med eksponentielle
funktioner.

Definition 6.1.2

Den naturlige eksponentialfunktion er givet ved forskriften f(z) = e”.

Vi kan beregne e i GeoGebra

Antag at indbyggertallet i en bestemt by kan beskrives med funktionen f(x) =

a) Hvor mange indbyggere er der i byen 5 ar efter 20207

Leonhard Euler

xT

Har vi et algebra vindue kan man bare skrive et almindeligt "e”:

e3

+
20.0855369232

R oA OO 4L

N

Skriver man et almindeligt "e” i CAS tror GeoGebra at man mener "en variable
som hedder e” i stedet for Eulers tal. Derfor skal man finde Eulers tal pa det
virtuelle tastatur. Vi klikker forst forst i et CAS input og sa dukker der et lille
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tastatur op neders til venstre:

+ Input... = 1 I 1 I =Ix

Her finder vi Eulers tal e:

123 f(x) ABC #&~

x y z V4 7 8 9 x +
2 N e 4 5 6 + _
< > = i 1 2 3 = &
( ) (E]| 0 < > «

Vi kan nu regne e i CAS-vinduet:

Y

~
= =

v 5 () ™y x= x= [ &

£ v L]

=~ 20.0855369232

1
X
0

Dvelse 6.1.7

Aben GeoGebra
a) Regn e? i et Algebravindue.
b) Regn e? i et CAS-vindue.

Eksponentielle funktioners graf

Grafen for en eksponentiel funktion kan se ud pa to mader alt efter vaerdien af
a
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a>1 a <1

_/b x ’ x

Vi ser at b er der, hvor funktionen skaerer y-aksen og at a afggre om funktionen er
voksende eller aftagende. Vi skal se naermere pa betydningen af a i afsnittet om
eksponentiel vaekst. Som graferne antyder gaelder folgende for enhver eksponentiel
funktion f:

Dm(f) =] — oo;o0[ og Vm(f)=]0; 0]

Definitions og veerdimaengden athaenger saledes ikke af den konkrete forskrift.

Dvelse 6.1.8
Lad f(z) =2-4".
a) Bestem grundtallet og begyndelsesveaerdien.

c) Beregn f(2)

)

b) Bestem f(0) uden at regne — bare ved at betragte forskriften.
)
)

d

Hvad kan man sige om grafen ud fra forskriften.
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Dvelse 6.1.9

Betragt graferne for den eksponentielle funktion f(x) = ba”

104 Y

a) Bestem b.

b

Hvad kan man sige om som vaerdien af a?

)

)
c) Bestem ved aflaesning f(4).
d) Lgs ved afleesning f(z) = 4.

Bestemmelse af forskriften nar vi kender to punkter pa gra-
fen

Ligesom ved linesere funktioner kan vi finde forskriften nar vi kender to punkter
pa grafen. Vi har fglgende saetning;:
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Satning 6.1.1

Hvis grafen for en eksponentiel funktion f(x) = ba® gar igennem punkterne
(x0,%0) 0og (x1,y1) sd kan a og b bestemmes med fplgende formler:

a = 1720 & Og b f— &
\ Yo aro

Det er en forudseetning for at kunne anvende saetningen, at man kan uddrage
rgdder. Altsd at man kan beregne f.eks. /8. Metoden til at udregne den slags
udtryk athenger af hvilket computerprogram/lommeregner man bruger. Men er
er et smart trick. Man kan anvende reglen

{‘/E:a%.

Det virker pa alle computere/lommeregnere.

Vi vil udregne /8. Vi taster derfor fglgende ind pa lommeregneren /Excel:
87(1/3)

Det giver sa 2.

@velse 6.1.10

Udregn fglgende rgdder:

a) v/27 (kan du regne den i hovedet?)
b) v/16 (kan du regne den i hovedet?)

¢) v/ 10 (kraever hjeelp fra computer/lommeregner)

Vi vil bestemme forskriften for den eksponentielle funktion gennem punkterne
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(1,2) og (5,7). Vi finder forst a:

= 3,5
= 1,3679.
Vi finder derefter b: 5
Yo
b= = = 1.46.
a*  1,3679! ’

Til sidst seetter vi a og b ind i den generelle forskrift f(x) = ba":
f(x) =1,46-1,37".

Dvelse 6.1.11

a) Bestem forskriften den eksponentielle funktion som gér igennem (3,5) og
(8,27).

Dvelse 6.1.12

Betragt grafen for en eksponentiel funktion f:

54Y

R

a) Aflaes to punkter pa grafen og bestem en forskrift for f

203



6.2 Eksponentiel vaekst

I indledningen til dette kapitel blev det pastaet at eksponentielle funktioner vokser
med en fast procent. I den naeste gvelse vil vi efterprgve den pastand pa en konkret
funktion.

@velse 6.2.1
Betragt sildebenet for f(z) =2-1,3":

T 0/1 |2 3
f(x)|2)2,6]3,38]|4,39

a) Hvor mange procent vokser f med nar x vokser med 17

Som gvelsen bekraeftede vokser eksponentielle funktioner med en fast procent nar
x vokser med 1. Vi skal nu se pa, hvordan man nemt finder vaeksten. Fgrst definerer
vi veekstraten:

Definition 6.2.1

Vakstraten r bestemmes ved »r = a — 1.

Vi finder veeksten ved hjalp af fglgende saetning:

Satning 6.2.1

For en eksponentiel funktion f(z) = ba” med vaekstrate r = a — 1 geelder at:

Hver gang = vokser med 1 vokser y med: r - 100%.

Funktionen skaerer y-aksen i b.

Veaekstraten r er altsa den procentvise veekst som decimaltal.

Vi bestemmer vackstraten for funktionen f(z) = 2-1,3" fra gvelse 1. Vi har
r=a—1=13-1=0,3.

Altsa er vackstraten r = 0,3. Det betyder at funktionen vokser med 30% hver
gang x vokser med 1.
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Vi bestemmer vaekstraten for funktionen f(z) =7-0,9". Vi har
r=a—1=09-1=-0,1.

Altsa er vaekstraten r = —0,1. At vokse med —10% er det samme som at aftage
med 10%. Altsa aftager f med 10% hver gang x vokser med 1.

Dvelse 6.2.2

Bestem vackstraten for fglgende funktioner. Hvor mange procent vokser de med,
nar x vokser med 17

a) f(x)=3-1,2"
b) f(z) = 2000 - 4"
c) f(x) =20-0,8"

En vintage guitar kostede 30.000 kr. i ar 2014 og stiger med 5% om aret. Vi kan
beskrive guitarens vaerdi med funktionen:

f(x) = 30000 - 1,05,

hvor x er antal ar efter 2014 og f(x) er guitarens veerdi.

Dvelse 6.2.3

Pa en fremmet planet var befolkningstallet 1. januar 2014 pa 7,15 milliarder og
voksede med ca. 1,2% hvert ar.

a) Angiv vaekstraten for befolkningstallet.

b) Opskriv en forskrift for en funktion der beskriver befolkningstallet i milli-
arder, x ar efter ar 1. januar 2014.

¢) Hvor mange rumveesener er der ifglge modellen pa planeten 1. januar 20207

d) T hvilket arstal kommer vi ifslge modellen fgrste gang over 10 milliarder?
Du er ngdt til at gere det grafisk i GeoGebra. Senere vil du leere at ggre
det ved beregning.

205



Dvelse 6.2.4

En dame kgber en brugt bil 1. januar 2014. Bilens veerdi er givet ved forskrif-
ten:

f(x) = 200000 - 0,77,
hvor z er antal ar efter 1. januar 2014 og f(x) er bilens veerdi i kr.
a) Hvad kostede bilen, da han kgbte den?

b) Hvor mange procent taber bilen i veerdi om aret?

)
c) Hvad er den veerd 1. januar 20187
)

d) I hvilket arstal er bilen mindre veerd en 5.000 kr?

6.3 Eksponentiel regression i WordMat

OBS: Dette afsnit kan springes over, hvis du er pa den gamle ordning (startet for
2024). I stedet skal du sa laese afsnit 6.4.

Kan I huske linezer regression? Eksponentiel regression er tilsvarende, men bare
med eksponentielle funktioner i stedet for linesere (surprise).

Vi vil nu se pa global produktion af plastik i perioden 1950-1969. Data kan down-
loades her. Vi vil gerne lave en model som tager udgangspunkt i ar 1950. Dvs. ar
1950 skal veere "ar 0”. Vi laver derfor en ekstra kolonne som viser antallet af ar
efter ar 1950:

Antal ar efter 1950

*roduceret plastik i mio. ton.

0N OUR WN RO
0N O U D WWNNN

11
13
15
17
20
23
27
32

Vi har regnet den ekstra kolonne ved at trackke 1950 fra alle arstallene (jaja, man
kunne ogsa bare skrive 0,1,2..., men det virker kun, fordi der ikke er spring i
arstallene).

206


./assets/plastik.xlsx
./assets/plastik.xlsx

Vi kan lave eksponentiel regression i WordMat pa helt tilsvarende méade som ved
lineaer regression. Hvis du har WordMat installeret, men har glemt hvordan man

finder regressionsarket, sa se her:

Hjem Indszet Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse WordMat

E . ¥ 7 vocv . H" ﬂ . . ﬁ . [:D:I E .- Regression v T 555 Trekant
B E Sl - oo F Figurer

Formler
B rada &

Beregn Las Def. Vis Graf 3D Plot Statistik Indszet tabel
O Tabel v

Lineger
Eksponentiel
Potens
Polynomisk

Excel regression

Brugerdefineret regression

v { Opdater v

Genveje Manual O Om WordMat

Hvis ikke du har WordMat installeret, kan du downloade arket her.

Aben forst WordMat-arket og copy-paste data ind:

Ar Antal 3r efter 1950 | Produceret plastik i mio. ton. Rediger funktioner Regression
19! 0 2 Tangent
19! i 2
19 2 2 Punktet
19 3 3 y x y
19 4 3 0 2
19 5i 4 1 2
19 6 5, 2 2
19 7 5, 3 i
19 8 6 1 4 M B 2
19! 9 7 5 4
19 10 8 s 5
19 1 9 75
19 12 1 s 8
19 13 13 10 3
19¢ 14 15 11 9
19¢ 15 17, 12 11
19 16 20, 13 13
19 17 23, 12 15
19 18 27 5 17
19¢ 19 32, 16 20
17 23
https://ourworldindata.org/grapher/global-plastics-production 18 27
19 32
I I
[ \
| [

Hvis du har problemer med at copy-paste arstallene over sa prgv at du veelge

"indsaet veerdier” nar du paster data:

Hjem Indszet  Tegning Sidelayout,

L—E]v n Calibri (Tekst) v n

Seet ind
[f Seet ind
[ Formler
E% Formler og talformatering
E7 Bevar kildeformateringen

& Ingen kanter
[ Behold kolonnebredder fra kilden
[2 Transponer

.« Indseet veerdier
1 |2 Indszet veerdier
1 -

Vi far nu fglgende output:
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digerfunkt R . Koordinatsystem 35 3
Rediger funktioner egression AR R R R >
.
Tangent 30 4
Punkte? Konstaniter Marke?punkter b
25 4
X y X y X y X y .
0 2
1 2 20 A .
2 2 .
3 3 15 .
4 3 o
5 4 10 . .
6 5 .
. *
7 5 5 o
8 6 . ) .
9 7 . o
0
10 8
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
11 9 X
12 11
13 13
4] 15 Residualplot
15 17 12
16 20
17 23
1
18 27
19 32

Vi husker, at indholdet I den grgnne boks kaldes et for "xy-plot for udviklingen”.
Vi klikker pa det lille "x” og det lille ”y” ved akserne og sendrer aksetitlerne:

35 9
30 A
25 -

20 A .

Produktion af plastik i mio. ton

15 4 L ]

10 A

0 T T T T T T T T »

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Antal ar efter 1950

Sikke et flot xy-plot!

Vi laver nu en eksponentiel regressionsmodel ved at klikke som vist her:
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‘ . I X Koordinatsystem 35 - |
Rediger funktioner Regression I Xou 1 X I Yo | Y I c :
| mn | max | min i max | K] ¥ = 1,7819e04533x y=1,78191,1633*
g ] R?=0,9991 :
Tangent 1 g 30
Punkter Konstanter Marke?punkter E
8 25 4
X y x X y X y _:.
0 2 5
1 2 £ 20 4
=
2 2 3
3 3 [ ] Regression £ 15
4 3
5 4 Datasaet Regressionstype 10 4
6 5 1 Ingen |
2 A
7 5 3 | 54
8 (3
9 7 Polynomisk
10 8 Logaritmisk 0 T T T T T T T T T d
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 "
11 9 Vis ligning Antal 3r efter 1950 A=
12 11 Luk 3 sal
13 " Vis R2-veerdi s Al
residual
12 15 Bemaerk: hvis du tilfajer eller fierner punkter fra et Residualplot Aa bl
dataseet s& skal du kiikke regression-knappen igen -
15 17 R C
0,25 A
16 20| R? C
17 23
b
18 27 0,2 x
19 32 o Ts;

Vi ser i screenshottet, at modellen er:

y =1,7819 - 1,1633".

Vackstraten for modellen er 1,1633 — 1 ~ 0,16, hvilket kan fortolkes som, at den
globale produktion af plastik er vokset med 16% om aret i perioden 1950-1970. De
1,7819 er antal ton produceret plastik i 1950 ifglge modellen. Vi kan se i tabellen, at
det rigtige tal er 2 ton produceret plastik i 1950, men modellen er jo et kompromis
mellem alle tallene i tabellen, og derfor vil den typisk ramme lidt forkert — det
geelder ogsa for startvaerdien.

WordMat giver os ogsa et residualplot:

0,8 3

0,6

04 -

0,2 %

Residual

Residualplot

0,2 -

0,4

-0,6 4

Vi ser, at punkterne ligger tilfeeldigt omkring x-aksen som de helst skal. Nar vi
laver eksponentiel regression, vil vi ofte se at residualer bliver mere ekstreme jo
laengere vi kommer hen i udviklingen. Det er dog ikke tilfaeldet i dette residualplot
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og det er ikke noget vi i det hele taget vil bekymre os for her pa mathhx.

Dvelse 6.3.1

Faerre mennesker lever i dag i fattigdom end tidligere. En af arsagerne er den
generelle stigning i velstand, som ogsa kommer de fattige til gode. Men staten
er ogsa blevet bedre til at passe pa de fattige (maske bortset fra de senere ar).
I filen her kan du se andelen af BNP brugt pa velfeerd i Danmark i perioden
1880-1979.

a) Lav et xy-plot som viser andelen af BNP brugt pa velfzerd som funktion
af antallet af ar efter 1880. Veer opmaerksom pa at der er nogle ar som
mangler i tabellen, sa der bliver spring i z-veerdierne. Husk aksetitler!

b) Opstil en regressionsmodel som giver andelen som funktion af antallet af
ar efter 1880.

c) Hvad er betydning af tallet 0,7611 i regressionsmodellen?
d) Hvad er betydningen af 1,0333 i regressionsmodellen?

e) Hvor stor en andel af BNP ville vi have brugt pa velfeerd i 2022, hvis
udviklingen havde fortsat?
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Dvelse 6.3.2
Et interessant eksempel pa eksponentiel udvikling er Moores lov:
Antallet af transistorer pr. mikroprocessor fordobles hvert andet ar.

Dette betyder lgst sagt, at vores computere bliver dobbelt sa hurtige hvert andet
ar.

Antallet af transistorer pr. mikroprocessor kan ses her

a) Lav et xy-plot, der viser antallet af transistorer pr. mikroprocessor som
funktion af antal ar efter 1971. Antallet skal veere malt i milliarder.

b) Bestem en eksponentiel regressionsmodel for udviklingen. Antallet skal
ikke veere i milliarder her.

c¢) Bestem R?, lav et residualplot og vurder modellen
d) Hvor stor en veekst har der veeret i perioden?

e) Hvor mange transistorer vil der vaere pr. mikrochip i 2030, hvis udviklingen
fortsaetter?

f) Hvornar rammer antallet af transistorer 500 mia? Altsa under forudseet-
ning af at udviklingen fortsaetter.

6.4 Eksponentiel regression

OBS: Det afsnit er for elever pa den gamle ordning (startet fgr 2024) eller for
elever, som gnsker at leere flere metoder til at lave lineser regression. Er man pa
den nye ordning er afsnittet valgfrit, men planlaegger man at afslutte matematik
pa A-niveau, sa anbefaler jeg, at man regner dette afsnit ogsa.

Forudsaetninger

Dette afsnit kraever kendskab til lineser regression, sa hvis du ikke har styr pa
det, sa se afsnit 3.6.

Kan I huske vi tidligere har leert om lineser regression? Eksponentiel regression er
tilsvarende, men bare med eksponentielle funktioner i stedet for linesere (surpri-
se).

Vi ser pa global produktion af plastik i perioden 1950-1969. Data kan downloades
her. Vi vil gerne lave en model som tager udgangspunkt i ar 1950. Dvs. ar 1950

211


./assets/transistorer.xlsx
./assets/plastik.xlsx
./assets/plastik.xlsx

skal vaere 7ar 0”. Vi laver derfor en ekstra kolonne som viser antallet af ar efter ar
1950:

(4] A R c
1 1% Antal ar efter 1950 *roduceret plastik i mio. ton.
2 1950 0 2
3 195 1 2
4 195. 2 2
5 195. 3 3
6 195. 4 3
7 1955 5 4
8 1956 6 5
1957 7 5
195: 8 6
195! 9 7
196 10 8
196 11 9
196. 12 11
196. 13 13
196 14 15
196. 15 17
196 16 20
196 17 23
196! 18 27
196! 19 32

Vi har regnet den ekstra kolonne ved at trackke 1950 fra alle arstallene (jaja, man
kunne ogsa bare skrive 0,1,2..., men det virker kun fordi der ikke er spring i
arstallene)

Eksponentiel regression i Excel
Vi starter med at se pa hvordan man ggr i Excel.
Vi laver et xy-plot med aksetitler og det hele. Ikke noget nyt her:

Global produktion af plastik

" ™
5 30
s
2 e L
E .
% 20 *
© °
4E-IS 'O
<}
g 10 C
=] .‘
- °
o s e ®®
© o e e ®°
0 5 10 15 20

Antal ar efter 1950

Vi ser, at det ser ud som om, at punkterne fglger en eksponentiel funktion.

Vi tilfgjer nu en tendenslinje. Vi ggr ligesom nar vi laver lineaer regression, bort-
set fra at vi veelger en eksponentiel model. Husk at saet flueben i "Vis ligning i
diagram” og "Vis R-kvadreret veerdi i diagram”. Det giver os fglgende:
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Global produktion af plastik

w
w

w @
5 30 y =1,781901513x
. ..
£ 25 R2=0,9991
E )
= 20 B
8 1
a 15 “.k
© —
a 10
B s .
—'é ’ .‘__’,'_‘.,.‘.'
e o .o-g O
0
D ° 10 - o

Antal ar efter 1950

Vi ser at punkterne ligger paent omkring grafen for modellen, sa udviklingen er
godt beskrevet med en eksponentiel model. Den hgje R? bekreefter ogsa dette. Vi
ser at Excel giver os forskriften:

y = 1,7819¢"171%

Det er noget mgg, da vi jo plejer at skrive eksponentielle funktioner som f(x) =
b-a”. Heldigvis kan vi nemt omskrive funktionen til den rigtige form.Vi kan direkte
bruge de 1,7819 som b-veerdi og a kan bestemmes ved

a = P13 = 11633

Vi har altsa modellen:
y=1,7819 - 1,1633".

Veekstraten for modellen er 1,1633 — 1 ~ 0,16, hvilket kan fortolkes som, at den
globale produktion af plastik er vokset med 16% om aret i perioden 1950-1970.
De 1,7819 er antal ton produceret plastik i 1950 ifglge modellen. Vi kan se i
tabellen er at det rigtige tal er 2 ton produceret plastik i 1950, men modellen er
jo et kompromis mellem alle tallene i tabellen og derfor vil den typisk ramme lidt
forkert — det geelder ogsa for startveerdien.

I de folgende opgaver bestemmer du selv om du bruger Excel eller GeoGebra (se
ekstraafsnit nederst for GeoGebra guide)
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Dvelse 6.4.1

Faerre mennesker lever i dag i fattigdom end tidligere. En af arsagerne er den
generelle stigning i velstand som ogsa kommer de fattige til gode. Men staten
er ogsa blevet bedre til at passe pa de fattige (méaske bortset fra de seneste ar).
I filen her kan du se andelen af BNP brugt pa velfeerd i Danmark i perioden
1880-1979.

a) Lav et xy-plot som viser andelen af BNP brugt pa velfeerd som funktion af
antallet af ar efter 1880. Vaer opmaerksom pa at der er nogle ar som mangler
i tabellen, sa der bliver spring i z-vaerdierne. Husk titel og aksetitler

b) Opstil en regressionsmodel som giver andelen som funktion af antallet af
ar efter 1880.

¢) Hvad er betydning af tallet 0,7611 i regressionsmodellen?
d) Hvad er betydningen af 1,0333 i regressionsmodellen?

e) Hvor stor en andel af BNP ville vi have brugt pa velfeerd i 2022, hvis
udviklingen havde fortsat?
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ar.

a)

Dvelse 6.4.2

Et interessant eksempel pa eksponentiel udvikling er Moores lov:

Antallet af transistorer pr. mikroprocessor fordobles hvert andet ar.

Dette betyder lgst sagt at vores computere bliver dobbelt sa hurtige hvert andet

Antallet af transistorer pr. mikroprocessor kan ses her

Lav et xy-plot, der viser antallet af transistorer pr. mikroprocessor som
funktion af antal ar efter 1971. Antallet skal veere malt i milliarder.

Bestem en eksponentiel regressionsmodel for udviklingen. Antallet skal
ikke veere i milliarder her.

Bestem R?.
Er det rigtigt at udviklingen er eksponentiel?
Hvor stor en vaekst har der veeret i perioden?

Hvor mange transistorer vil der veere pr. mikrochip i 2030, hvis udviklingen
fortseetter?

Hvornar rammer antallet af transistorer 500 mia? Altsa under forudsset-
ning af at udviklingen fortsaetter.

Ekstra

Eksponentiel regression i GeoGebra

Eksponentiel i GeoGebra fungere helt som lineser regression. Hvis man veelger
modellen "Vakst” i stedet for "Eksponentiel”, far man modellen direkte uden at
skulle regne noget. Man skal bare vaelge modellen

Eksponentiel C-a"x
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Dvelse 6.4.3

Med udgangspunkt i eksemplet med produktion af plastik som ovenover (klik
her for data) skal du ggre folgende i GeoGebra:

a) Lav en regressionsmodel ved at veelge som model.

b

Bestem determinationskoeflicienten.

d

Lav et residualplot.

)

c) Lav et xy-plot for produktionen af plastik med aksetitler og det hele.
)
)

e) Vurder modellen

6.5 Fordobling og halveringskonstant

Fordoblings og halveringskonstanter er stgrrelser vi knytter til eksponentielle funk-
tioner som siger noget om deres vackst.

Definition 6.5.1

Lad f(x) veere en voksende funktion. Fordoblingskonstanten 75 er leengden pa
det stykke vi skal g& ud af x-aksen for at fordoble funktionsveerdien:

15

Halveringskonstanten defineres tilsvarende:
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Definition 6.5.2

Lad f(x) veere en aftagende funktion. Halveringskonstanten Ty er leengden pa
det stykke vi skal ga ud af x-aksen for at halvere funktionsveerdien:

Laeg meerke til at definitionerne ikke siger noget om hvor vi skal starte. Hvis f.eks.
T, = 5 for en funktion f, sa vil funktionen fordobles hver gang x vokser med 5 -
uanset hvilken z-veerdi vi starter pa.

@velse 6.5.1

Betragt graferne for de fire eksponentielle funktioner f, g, h og i:

a) Funktionerne f og i har en fordoblingskonstant,mens funktionerne g og h

har en halveringskonstant. Forklar hvorfor.
b) Bestem 75 for f.

c) Bestem T% for g.

d) Bestem T% for h.

)
)
)
)

e) Bestem 75 for 1.
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Dvelse 6.5.2

Benjamin vil gerne have du enten aflaeser fordoblings eller halveringskonstanten
for felgende funktion: f(x) = 10-0,917".

a) Vil du finde fordoblings eller halveringskonstanten? Argumenter for dit
valg.

b) Bestem den (tegn grafen i GeoGebra)!

Der findes heldigvis formler til beregning af fordoblings og halveringskonstanten.
I formlerne indgar der en funktion, vi ikke har lsert om endnu, nemlig funktionen
In(z) (lseses "L N til x” eller "L N af x”). Denne funktion kaldes den naturlige
logaritme, og den skal vi se naermere pa i naeste kapitel.

Saetning 6.5.1
For en en eksponentiel funktion f(x) = ba” er fordoblingskonstanten givet ved:
In(2)
Ty =
? In(a)
Satning 6.5.2
For en en eksponentiel funktion f(z) = ba” er halveringskonstanten givet ved:
m()
2 In(a)

Vi behgver heldigvis ikke vide noget om logaritmer for at kunne bruge formlerne.
Vi indseetter bare vores tal og taster det hele ind i GeoGebra/lommeregner.
Dvelse 6.5.3 (Svaer)

Det ses, at fordoblingskonstanten og halveringskonstanten kun afhaenger af a og
altsa ikke af b.

a) Forklar, hvorfor det ikke er sa maerkeligt.
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Lad f(z) =5-0,95". Vi vil nu beregne halveringskonstanten for f:

_In(z) _ In(y)
B = nla) ~ m(0.95)

= 13,51

Altsa er halveringskonstanten 13,51.

Dvelse 6.5.4

Beregn:
a) Ti nar f(z) =10-0,87
b) Ty nar f(x) =70-3"
¢) Ty nar f(z) =30-0,75"

@velse 6.5.5
Vinder vender nu tilbage til gvelsen med Moores lov (gvelse 6.4.2).

a) Bestem fordoblingskonstanten for udviklingen.

b) Bekrzefter vores udregninger Moores lov?

6.6 Beviser til eksponentielle funktioner

Forudsaetninger

I beviserne far du brug for potensregneregler, sa hvis du ikke kan huske dem,
sa se afsnit 1.9

Det er en helt essentiel egenskab ved eksponentielle funktioner, at de vokser med
samme procent, hver gang x vokser med samme veaerdi. Vi har allerede set pa en
gvelse, hvor vi efterviste at det passede pa en konkret funktion, men vi vil nu
bevise at det geelder generelt. Vi vil ogsa bevise at b er skeeringen med y-aksen.
Vi vil altsa bevise seetningen:

Satning 6.2.1

For en eksponentiel funktion f(z) = ba” med vaekstrate r = a — 1 geelder at:

Hver gang x vokser med 1 vokser y med: r - 100%.

Funktionen skeerer y-aksen i b.
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Bevis

Vi skal vise, at nar x vokser med 1, vokser y med r - 100%. S& vi veelger en
vilkarlig x-veerdi xy. Lader vi xy vokse med 1, kommer vi derfor ud til xo + 1.
De tilhgrende funktionsveerdier ma sa veere f(zg) og f(zo+ 1):

f(il?o + 1) -

f(%) T

Vi regner den procentvise vaekst (som decimaltal) fra f(zg) til f(xg+ 1):

slut — start  f(xzo + 1) — f(w0)
start f(xo)
_ fleo+1)  f(wo)

@) o) (Brgken deles op)

_ f(x() + 1) _q
f (o)
baoT1
— —1 (Forskriften indsaettes)
ba*o
aa?()—l—l
=— -1 (Der forkortes med b)
a.’L'
p
— gttt ] (Reglen aq = a7 benyttes)
a
—a' —1 (Dazg+1—29=1)
=a—1

Vi kan dermed se, at den procentvise vaekst som decimaltal er a — 1. Altsd ma
den procentvise vaekst vaere

(a—1)-100%.

Vi skal nu vise, at b er skaeringspunktet pa y-aksen. Skeeringspunktet med y-
aksen har fgrstekoordinaten 0, sa vi kan finde y-veerdien ved at seette 0 ind i
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forskriften:

F(0)=b-a
=b-1 (Da a” = 1)

Sa den er god nok! Funktionen skaerer y-aksen i y = 0.

Saetning 6.1.1

Hvis grafen for en eksponentiel funktion f(x) = ba® gar igennem punkterne
(x0,%0) 0og (x1,y1) sa kan a og b bestemmes med fplgende formler:

aQ = “17%0 @ og b = @
Yo aro

Vi har to punkter (z,,vo) og (z1,y1) pa grafen for den eksponentielle funktion
f:

Bevis

Da f gar igennem punkterne (z,yo) og (z1,y1) ma der gaelde at
f(xo) =y og [flz1) =w
Vi indseetter forskriften
ba™ =1y, og ba"' =1

Vi dividerer de to ligninger. Det er i orden fordi at en ligning jo udtrykker at
to ting er ens og derfor er det det samme vi dividerer med pa begge sider.

ba™ W

bato g
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Vi forkorter med b:

a_n
a®  yo
Vi bruger potensregnereglen (Z—z) = a1
alafl—.l?o &
Yo

Vi uddrager den x1 — x¢’'te rod:

Y1
a = *17%q —
Yo

og vi har hermed vist formlen for a.

Formlen for b er nem at vise. Vi har allerede argumenteret for at
ba™ = yy.

Sa vi dividerer bare denne ligning med a™ pa begge sider:

b Yo
a®ro

og vi har dermed bevist bade formlen for a og formlen for b

Beviset for formlen for fordoblingskonstant

Beviset for formlen for fordoblingskonstant star i afsnit 7.5.
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Kapitel 7

Omvendte funktioner og
logaritmer

[ sidste kapitel stgdte vi pa den naturlige logaritme In(x). I kapitlet brugte vi
In(z) til beregne fordoblings og halveringskonstanter. Men vi fik ikke rigtig nogen
forklaring pa, hvad det var for en funktion. Dette skal vi se naermere pa i dette
kapitel, hvor vi ogsa vil mgde funktionen log(x), som er en anden slags logaritme-
funktion.

Ud over at optraede i forbindelse med eksponentielle funktioner er logaritmefunk-
tioner ogsa vigtige i sig selv. F.eks. bruges de til at beskrive vores sanser (hgre,
se, lugte, osv.).

7.1 Omvendte funktioner

Sa en funktion er altsa et matematisk objekt der knytter y-veerdier til x-veerdier.
Her er funktionen f(x) = 2z illustreret med maengdeboller (og for tre forskellige
z-veerdier):
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f
T~
-

F.eks. ser vi, at f knytter y-veerdien 2 til z-vaerdien 1. Den omvendte funktion
til f betegnes med f~!, og er den funktion, som laver vores y-veerdier om til de

xr-vaerdier de kom fra
1 2
S
SO I
~_
ffl

Vi finder altstd den omvendte funktion ved at vende pilene i diagrammet i modsat
retning. Det er klart at forskriften for den omvendte funktion ma veere givet ved
fx) = %x Ganger vi fgrst med to og derefter med en halv, er vi nemlig tilbage
hvor vi startede. Bemeerk at indholdet i bollen til hgjre, som fgr var y-veerdier, nu
skal betragtes som z-veerdier for den omvendte funktion.

Dvelse 7.1.1
Bestem forskriften for den omvendte funktion for fglgende funktioner
a) f(x) =5z
b) flz) =73
c) fla)=ax+7
d) flz) =z
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Dvelse 7.1.2
Lad f veere en funktion og antag at f(3) =7
a) Bestem f~1(7)

Lad f veere en funktion som har en omvendt funktion f~!. Vi vil nu regne
f _1( f (2)) Vi bruger forst f pa z-veerdien 2:

B
Eae

Da f~! er den omvendte funktion til f, ma vi veere tilbage hvor vi startede og
vi kan konkludere at f~!(f(2)) =2

Nu bruger vi f~! pa f(2

Dvelse 7.1.3

Lad f veere en funktion som har en omvendt funktion f~!.
a) Bestem f_l(f(?)))
b) Bestem f(f7'(11))
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Invertible funktioner

Det er ikke alle funktioner som har en omvendt funktion. Kigger pa f.eks. pa
f(x) = x* far vi et problem:

f
N

I

Vi kan se at bade —2 og 2 bliver sendt over i den samme y-vaerdi, nemlig 4. Vender
vi pilene om, ser vi, atf~! vil knytte to y-veerdier (—2 og 2) til samme x-veerdi
(4), og det er forbudt. En funktion skal have preecis én y-veerdi til hver z-veerdi.
S4 f(x) = z? har ikke nogen omvendt funktion. Vi kan ogsa illustrere problemet
pa grafen for f:

i
2 2

Vi ser pa grafen at der er flere = veerdier til hver y-veerdi (undtagen i y = 0). Som
eksempel har jeg markeret y-veerdien 4, hvor vi kan se, at den passer med bade
r=—-20gx=2.

En funktion kaldes invertibel hvis den har en omvendt funktion. En funktion er
invertibel, hvis der hgrer netop en x-veerdi til hver y-veerdi. Dette krav er oplagt
opfyldt for funktioner der er voksende eller aftagende i hele deres definitionsmaeng-
de. Disse funktioner er derfor invertible.
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Selvom f(z) = 2? i sig selv ikke er invertibel, si kan vi ggre den invertibel, hvis
vi begreenser definitionsmeengden til [0; oo[. Altsa hvis vi seetter:

Grafen vil sa se saledes ud:

Vi ser at der nu kun er en x-veerdi til hver y-veerdi. Den omvendte funktion

bliver s& f~1(x) = /.

Dvelse 7.1.4

Afggr, hvilke af fplgende funktioner som er invertible. Du ma gerne tegne dem
i GeoGebra.

a) f(x) =2

b) f(z) =23 — 422

c) f(z) =3

d) f(z)=2+10

e) f(z)=a

f) flz)=2" , x<-1

Dvelse 7.1.5

Alle eksponentielle funktioner er invertible.

a) Forklar hvorfor.
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Definitions- og vaerdimaengde for den omvendte funktion

Nar man danner den omvendte funktion bliver der byttet rundt pa definitions og
vaerdimaengde, som vist her:

Dm(f) f Vm(f)
N

\_1/
v(r D (f 1)

Altsa definitionsmeengden for den omvendte funktion bliver den den oprindelige
funktions veerdimaengden, og veerdimaengden for den omvendte funktion bliver den
oprindelige funktions definitionsmaengde.

Dvelse 7.1.6
En funktion f(z) har Dm(f) =]0; oo og Vm(f) =] — oo; o0.

a) Bestem definitions og veerdimeengden for den omvendte funktion f~1

Dvelse 7.1.7

Betragt funktionen med grafen:

a) Bestem definitions og veerdimeengde for den omvendte funktion f~1
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Grafen for den omvendte funktion

Har man grafen for en funktion f kan man finde grafen for f~! ved at spejle grafen
for f i linjen y = .

Vi vil bestemme den omvendte funktion for funktionen med grafen:

Y

Vi tegner linjen y = x ind:

og vi kan spejle grafen for f i den stiplede linje.

229



Dvelse 7.1.8
Betragt grafen:

8

a) Tegn grafen for den omvendte funktion f~!.

@velse 7.1.9
Lad f(z) = 2?
a) Lav med papir og blyant en skitse af f.
b) Gor rede for at f er invertibel.
c¢) Ud fra din skitse af f, lav en skitse af f~1.
d) Bestem en forskrift for f~!

Ekstra

Vi kan godt forklare, hvorfor at den omvendte funktions graf er en spejling af den
oprindelige funktions graf. Lad os tage et eksempel. Antag at vi har punkt (xg, yo)
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pa grafen en funktion f:

Yo +----

f
Lo

Nar vi danner den omvendte funktion bliver z-veerdierne til y-veerdier og omvendt.
S& hvis f gar igennem (zg,yo) vil f~! gd igennem (yq, x¢):

Ud fra symmetrien i tegningen er det klart de to punkter ligger spejlet i linjen
Yy = x:
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7.2 Omvendte funktioner til lineaere funktioner

OBS: Dette afsnit kan springes over, hvis du er pa den gamle ordning (startet for
2024).

En funktion kan opfattes som en regel, som laver z’er om til y’er. Den omvendte
funktion er sa en regel der fgrer y’erne tilbage til de z’er de kom fra. Men det er
ikke klart, hvordan man ud fra en givet funktion f kan bestemme den omvend-
te funktion f~!(x). I dette afsnit skal vi se pA omvendte funktioner til linesere
funktioner. Fgrst en lille repetitionsgvelse:

Dvelse 7.2.1

Bestem forskriften for den omvendte funktion til fglgende funktioner.

(
b) f(z) ==
c) f(z) =4z
d) f(z) = —x

Lad os prgve en lidt svaerere gvelse

@velse 7.2.2 (Svaer)

Bestem forskriften for den omvendte funktion. Hvis du ikke ved hvordan, sa bare
kom med dit bedste gaet — du far praesenteret en metode efter gvelsen.

a) f(r)=2z+4

Vi skal nu se, hvordan man systematisk kan bestemme omvendte funktioner til
lineaere funktioner. Metoden vises bedst gennem et eksempel

Vi vil bestemme den omvendte funktion til funktionen fra gvelse 7.2.2, altsa
funktionen med forskriften f(z) = 2z + 4.

Den omvendte funktion bruges til at regne = ud fra f(x), sa vi isolerer x i
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forskriften:

f(x) =2x+4 Skrifter forskriften op
f(x) —4=2x Treekker 4 fra pa begge sider
1
if(m) —2==x Deler med 2 pa begge sider
1
r = if(a:) —2 Vi bytter rundt pa de to sider

Vi bytter f(z) ud med x og  ud med f~!(x) (forklaring folger efter eksemplet):

1

f(z) = 5T~ 2

Vi har nu fundet forskriften for den omvendte funktion.

Vi kan forklare ombytningerne i eksemplet ved at huske, hvordan vi danner den
omvendte funktion. Det, der for den oprindelige funktion var funktionsveerdier,
bliver til z-veerdier for den omvendte. Tilsvarende bliver x-veerdierne for den op-
rindelige funktion til funktionsveerdier for den omvendte funktion.
Dvelse 7.2.3
Bestem omvendte funktioner for:

2) f(a) = o+ 2

b) f(x)=—-x+3

Seelger man en vare, vil der veere sammenhaeng mellem den pris man satter pa
varen og den maengde, der kan afsaettes til den givne pris. I de gkonomiske fag er der
tradition for at putte afssetningen ud af x-aksen og prisen ud af y-aksen — altsa
at man har prisen som funktion af afseetningen. Det synes vi matematiklaerere
(nogle af os i hvert fald) er lidt skert fordi det jo er prisen man bestemmer og
afsaetningen der athaenger af prisen. Sa det ville vaere naturligt for os at beskrive
afseetningen som funktion af prisen og ikke omvendt. Nu hvor vi har lsert om
omvendte funktioner kan vi dog skifte fra den ene beskrivelse til den anden uden
problemer.
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Antag at vi afseetter en maengde x til en pris p(x) og at p(x) er givet ved
p(z) = —0,1z + 120

Vi kan nu bestemme afseetningen som funktion af prisen ved at bestemme den
omvendte funktion.

p(z) = —0,1z + 120 Skrifter forskriften op
p(z) — 120 = —0,1x Trackker 120 fra pa begge sider
—10p(x) 4+ 1200 = « Ganger med — 10 pa begge sider
r = —10p(z) + 1200 Vi bytter rundt pa de to sider
p H(x) = =10z + 1200 Skifter variable

Den omvendte funktion beskriver afsaetningen som funktion af prisen og derfor
vil vi kalde den for A (A for afseetning). Vi far sa at:

A(z) = =10z + 1200
Noice.

Dvelse 7.2.4
Antag at vi til prisen x afssetter en maengde A(x) og at A(x) er givet ved
A(x) = =2z + 80

a) Bestem afssetningen ved en pris pa 0.
b) Bestem prisen ved en afsaetning pa 0.

¢) Bestem en forskrift for prisen p som funktion af afssetningen z.

@velse 7.2.5 (Svaer)
Ikke alle linezere funktioner er invertible.
a) Hvad er det nu "invertible” betyder?
b) Hvad skal der til, fgr en funktion invertibel?

c) Hvilke linesere funktioner ikke invertible?
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7.3 Logaritmefunktioner

I sidste afsnit sa vi, hvordan man beregnede omvendte funktioner til linesere funk-
tioner. Men det er ikke alle slags omvendte funktioner, man kan regne sig frem
til. I dette afsnit skal vi mgde logaritmefunktioner, som er omvendte funktioner
til eksponentialfunktioner. Altsa omvendte funktioner til funktioner pa formen
f(x) = a®. Logaritmefunktioner kan ikke bestemmes ved almindelig ligningslgs-
ning, og vi har derfor brug for en computer/lommeregner til at beregne funk-
tionsveerdier for dem. Det er ikke sd meget anderledes end, at vi har brug for en
computer for at kunne regne f.eks. v/7.

Pa HHX er vi interesserede i to logaritmefunktioner:
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Definition 7.3.1

nes med log(z):

Titalslogaritmen defineres som den omvendte funktion til f(z) = 10 og beteg-

Q0

Den naturlige logaritmefunktion defineres som den omvendte funktion til f(x) =
e’ og betegnes med In(x) (det er et "L” ikke et "i”):

X

00

Skrivemaden "In(z)” udtales "L N til x”, "L N af x”. Tilsvarende for log(z).

@velse 7.3.1
Sig hgjt
a) In(z)
b) log(z)
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Dvelse 7.3.2

Vi har indfert log(z) og In(x) som omvendte funktioner til f(z) = 10" og f(x) =

er.

a) Hvordan kan vi veere sikker pa at f(x) = 10" og f(x) = e* overhovedet
har omvendte funktioner?

Vi vil bestemme log(100). Vi husker at log(z) er den omvendte funktion til
funktionen f(z) = 10". Vi har altsa

(@) = 10°
7~

~__
log(w)

Hvad mon x kan veere? Vi skal have at 10* = 100, sa x ma vaere 2. Vi konklu-
derer, at log(100) = 2.

@velse 7.3.3
Bestem ved hoveregning:

a) log(1000)
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Vi vil regne (7). Dvs. vi skal finde ud af hvad der sker nar vi har 17, bruger

In og derefter bruger funktionen f(z) = e”. Da f(x) = e* er den omvendte
funktion til In(x) ma resultatet veere 17. Altsa

eln(l?) =17

Dvelse 7.3.4

Beregn ved hovedregning:
a) e
b) In(e?)
c) log(107)
d) 10%e®)

Vi kan lgse ligninger med logaritmer, hvis bare vi husker, at de er defineret som
omvendte funktioner.

Vi vil Igse ligningen:
2-log(z) —3=2

Vi leegger 3 til pa begge sider:

2-log(z) =5
og dividere med 2 pa begge sider

log(x) = 2,5

Vi husker nu log(x) er omvendt funktion til f(x) = 10%, sa vi bruger f(z) = 10”
pa begge sider:
lolog(x) — 102,5

Pa venstresiden bliver det bare x og hgjresiden taster vi i GeoGebra:

z = 316,23
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@velse 7.3.5
Lgs ligningerne:
a) 2log(xz) =6
b) In(z) =2
c) 2+ 1In(z) =2-In(x) +1

Dvelse 7.3.6
Lad f(z) = —1 og g(z) = In(x) + 1
a) Beregn skaeringspunktet mellem f og g.

Grafer for logaritmefunktioner

Graferne for log(z) og In(x) ser saledes ud:

Y Y
4 4
3 3
7 7 In(z)
- log(x) -
T T T T T T T a—’; T T T T T T T
24 23 2 /{ 2 3 4 4 -3 -2 —1 2 3 4
—14 —14
_o —2]
_34 _3
4] —4

239



Dvelse 7.3.7
Graferne for f(z) = 10" og f(z) = €” ser sdledes ud:

4 4—

7/ 107 7

2— 2 o

e

1 1
T T 1 — T 1 L T T — T 1 1 L
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

14 —14

—o —9

_34 _3

4] —44

a) Brug grafen for f(z) = 10" til at argumentere for grafen for log(z).

b) Brug grafen for f(z) = e” til at argumentere for grafen for In(x).

Kigger man péa graferne for log(x) og In(z) ser det ud som at definitionsmaengden

for begge logaritmefunktioner er ]0; oo og at veerdimeengden er | — 0o; oo[. Dette
er korrekt.

@velse 7.3.8

Vi husker at definitionsmeengden for eksponentielle funktioner er | — oo; 00| og

veerdimaengden er ]0; ool

a) Brug definitions og veerdimeengden for eksponentielle funktioner til at ar-
gumentere for definitions og vaerdimeengden for logaritmefunktioner.

@velse 7.3.9 (Svaer)
Som det fremgar af graferne har bade log(z) og In(x) nulpunkt i z = 1.
a) Gor rede for at log(z) har nulpunkt i z =1

b) Ggr rede for at In(z) har nulpunkt i x =1

Ekstra

Der geelder fglgende regneregler for logaritmer:
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Den naturlige logaritme | Titalslogaritmen
In(1) =0 log(1) =0
In( (10) =
(a-b) =1In(a) + In(b) |log(a-b) =log(a) + log(b)
In(§) =1In(a) —In(b) | log() = log(a) — log(b)
( (

In(a?) = p - In(a) log(a”) = p - log(a)

e) = log

In

@velse 7.3.10

Regn med hovedregning og regneregler.
a) log(1)

b) log(10000)

) In(e?)

a) In(})

e) log(200) — log(20)

f) In(3e) + In(2e)

Ud over de viste regneregler gaelder der ogsa:
log(z)
log(e)

Vi kan altsé finde In(x) ved dividere log(z) med konstanten log(e). Dvs. In(z) er
altsa den samme funktion som log(x) bare In(10) gange mindre.

In(z)
In(10)

In(z) = og log(x) =

Dvelse 7.3.11

Regn i GeoGebra, men uden at bruge titalslogaritmen.

a) log(7)

7.4 Eksponentielle ligninger

Logaritmefunktioner er interessante af forskellige arsager, men pa HHX er vi pri-
meert interesseret i dem fordi de kan bruges til at lgse eksponentielle ligninger.
Dvs. ligninger hvor der indgar eksponentielle funktioner. Her far vi brug for en
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logaritmeregneregel:
In(a”) = p - In(a)

Dem, som har lavet ekstraafsnittet i sidste afsnit, har allerede set reglen fgr. Nah,
men her er et eksempel pa hvordan den bruges:

Vi vil lgse ligningen:
5-1,1" = 6.

Vi dividerer med 5 pa begge sider:
1,17 = 9,
5

dvs.
1,1* =1,2.

Nu tager vi In pa begge sider:
In(1,1*) = In(1,2)
og benytter logaritmeregnereglen In(a”) = p - In(a):
zIn(1,1) = In(1,2).

Vi dividerer med In(1,1) pa begge sider:

hvorefter vi taster hgjresiden i GeoGebra.
x=191.

Dvelse 7.4.1

Lgs ved beregning ligningerne:
a) 3-2"=5
b) 100 =2 - 3"
c) 100 =17"
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Dvelse 7.4.2
Lad f(x) =4-0,5"
a) Lgs ligningen f(z) = 10

Vi kan ogsa Igse ligninger med eksponentielle funktioner pa begge sider:

Vi vil lgse ligningen:
5-2"=3-4"
Vi dividere med 5 pa begge sider:
3 - 47
5

2" =

og rykker 4% ned bag brgken:

5

Vi dividere med 4% pa begge sider:
2 3
5

Vi bruger potensregnereglen (%)p = £

og forkorter

Vi bruger nu In pa begge sider:

n((5) )= ()

og benytter logaritmeregnereglen In(a?) = p - In(a):

x-ln<1>:1n<3
2 5

Vi dividerer nu med In (%) pa begge sider:

Altsa:



Dvelse 7.4.3

Lgs ligningerne

a) 6-3° =347
b) e* =3-1,1"
Dvelse 7.4.4

Lad f(z)=7-2" og g(z) = 3 - 5".

a) Bestem skaeringspunktet mellem f og g.

@velse 7.4.5 (Svaer)

Forestil dig, at du tager et stykke almindeligt a4 papir og folder det midt
over:

hvorefter du folder det igen:

og folder det igen:

og sadan bliver du ved indtil det er foldet x gange.

a) Et stykke papir er 0,0001 meter tykt. Opstil en forskrift for en funktion,
som beskriver tykkelsen af papiret som funktion af antal gange det er
foldet.

b) Afstanden til fra Jorden til Ménen er ca. 384400000 meter. Hvor mange
gange skal vi folde det, fgr det kan na hele vejen til manen?
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7.5 Beviser til logaritmer

Formel for fordoblings- og halveringskonstant

Vi mgdte fordoblingskonstanten i afsnittet om eksponentielle funktioner. Men be-
viset for formlen kresever at man kan lgse eksponentielle ligninger, sa derfor er
beviser vi formlen her.

Vi vil lave to beviser. Det fgrste er simpelt, men ikke sa godt som det andet.
Det andet ses i Ekstra-afsnittet. Spring dette bevis over, hvis du har mod pa det
sveere.

Satning 6.5.1

For en en eksponentiel funktion f(z) = ba” er fordoblingskonstanten givet ved:

Bevis

Grafen for en eksponentiel funktion skaerer y-aksen i b:

Y

Fordoblingskonstanten 75 er leengen af det stykke, vi skal ga ud af xz-aksen for
at fordoble funktionsveerdien. Hvis vi starter i x = 0 og gar ud til T5 pa z-aksen
ma funktionsveerdien i x = T altsa vaere det dobbelte af b, nemlig 2b:
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Ifglge tegningen har vi altsa:

f(T3) = 2b
Vi indsaetter forskriften:
ba™t = 20.
Vi deler med b pa begge sider:
a2 = 2.

Vi tager den naturlige logaritme pa begge sider:
In(a’) = In(2).
Vi bruger reglen In(a?) = p - In(a):
ToIn(a) = In(2).

Vi dividerer med In(a) pa begge sider:

T =

og vi har hermed bevist satning.

Vi har ogsa en formel for halveringskonstanten.

Satning 6.5.2
For en en eksponentiel funktion f(x) = ba® er halveringskonstanten givet ved:
1
o (3)
2 In(a)
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Dvelse 7.5.1

Man kan bevise formlen for halveringskonstanten pa tilsvarende made som man
beviser formlen for fordoblingskonstanten.

a) Bevis formlen for halveringskonstanten.

Logaritmeregneregler

Vi har ikke skrevet logaritmeregnereglerne om som en satning, men nar vi laver
beviser, vil vi altid formulere det vi beviser som en sasetning. S& her er en ssetning
omhandlende en logaritmeregneregel.

Satning 7.5.1
Der geelder fglgende logaritmeregneregel:

In(a?) = p-1In(a)

Bevis

Da In(z) er den omvendte funktion til e* geelder at:

Vi oplgfter i p pa begge sider:
ab — (eln(a))p .
Vi tager nu den naturlige logaritme pa begge sider:

In(a”) = In ((eln(“))p> :

Vi benytter reglen (a?)? = a?? pa udtrykket (eln(a))p:

In(a?) = In(e™@P).

Igen benytter vi at In(x) er den omvendte funktion til e og far hgjresiden til at
veere:

In(a”) = In(a) - .

og det er jo det samme som:

In(a”) = p - In(a).
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Ekstra

Den skarpe laeser har maske iagttaget et problem i forhold til den made vi har ind-
fgrt fordoblingskonstanten. Vi har defineret den som det stykke, vi skal ga ud for
at fordoble funktionen. Men for naesten alle funktionstyper, vil det stykke afhaenge
af, hvor vi starter henne. Dvs. der findes ikke noget fast stykke, man kan g& ud for
at fordoble funktionsveerdien. Det er en seerlig egenskab ved eksponentielle funk-
tioner, at de overhovedet har en fordoblingskonstant, og vi har derfor ogsa brug
for at bevise, at de har denne egenskab. Vi vil nu formulere og bevise saetningen
med formlen for fordoblingskonstanten pa en made, som ikke tager udgangspunkt
i, at fordoblingskonstanten findes:

Satning 7.5.2

En eksponentiel funktion f(x) = ba® har en fordoblingskonstant 75 og den er
givet ved:

In(2)

In(a)

Ty =

Bevis

Lad f(z) = ba” veere en eksponentiel funktion. Vi vil gerne vise at funktionen
har en fordoblingskonstant 75. En fordoblingskonstant er et tal 75, som opfylder
at

f(a: + TQ) = 2f(33),
for alle x € Dm(f). Leeg meerke til at ligningen udtrykker at funktionen bliver

dobbelt sa stor, nar x vokser med T5. Vi veelger fgrst en vilkarlig x-veerdi som
vi kalder x.

Vi gar nu op ad y-aksen indtil vi rammer det dobbelte af f(xg), dvs. 2f(xy):
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Vi finder nu den z-veerdi som hgrer til 2f(xzg). Stykket mellem xy og denne ny
x-veerdi kalder vi for 75, og den nye x-veerdi er dermed xg + T5:

Vi har altsa:

f(SU() + TQ) = 2f($0)

Vi indsaetter forskriften:
ba®o 1z = 2pq®o.

Vi deler med b pa begge sider:

a®otT2 — 9470

Vi deler med a™ pa begge sider:

a‘ro +T2 26’/:1;0

a®o a®o
Vi bruger potensregnereglen Z—z = a7 1 pa venstre side og reducerer pa hgjre:
al> = 2.
Vi tager den naturlige logaritme pa begge sider:

In(a’) = In(2).
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Vi bruger reglen In(a”) = x In(a):
ToIn(a) = In(2).
Vi dividerer med In(a) pa begge sider:

~ In(2)
~In(a)’

15

Vi laegger meaerke til at T5 ikke athaenger af, hvilket xy vi startede med at veelge.
Vi har derfor fundet en konstant 75 som opfylder at f(z + T5) = 2f(z) for alle
x 1 definitionsmaengden. Altsa har vi vist at at funktionen har en fordoblings-
konstant som er givet ved:

In(2)

In(a)’

Ty =

Dvelse 7.5.2
Der geelder en tilsvarende seetning for halveringskonstanten.

a) Opstil en tilsvarende saetning til haveringsskonstantssetningen, men bare
for halveringskonstanten.

b) Bevis ssetningen.
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Kapitel 8
Finansiel regning

Pa HHX handler finansiel regning om renter. Fgrst vil vi se pa forskellige mader at
spare op og tilbagebetale 1an, og derefter skal vi se pa forskellige mader at opggre
og sammenligne renter.

8.1 Kapitalfremskrivning

Kapitalfremskrivning handler om at bestemme, hvordan et belgb vokser, nar det
tilskrives renter. Lad os sige, at vi saetter 100 kr. i banken til en arlig rente pa 10%
og haever dem efter 5 ar. Vi kan bruge kapitalfremskrivning til at regne ud, hvor
mange penge vi heever efter de 5 ar. Vi bruger fglgende betegnelser:

Ky | Startkapitalen. Det belgb der skal tilskrives renter. Laeg
maerke til at det er et "nul” — ikke bogstavet "0”, sa det
leeses "K-nul”.

n | Antallet af terminer. En termin er en rentetilskrivning. Sa
n er altsa antallet af rentetilskrivninger.

r | Renten pr. termin som decimaltal. Kaldes ogsa rentefoden.

K, | Slutkapitalen efter de n terminer. Altsa det belgb vi har
efter n rentetilskrivninger

Her er begreberne illustreret pa en tidslinje:

o
—_
DO
w
-3
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(Iverst pa linjen har vi terminerne, og nederst ses startkapitalen og slutkapitalen.
Til at beregne de forskellige stgrrelser har vi fremskrivningsformlen:

Satning 8.1.1 (Fremskrivningsformlen)

For en startkapital K, som bliver tilskrevet en fast rente r over n terminer,
geelder der, at stgrrelsen pa slutkapitalen K, kan beregnes ved:

Kn = Kg(l —f—T)n

Vi seetter 100 kr. i banken til en arlig rente pa 10% og haever dem efter 5 ar.
Vi har dermed Ky = 100, n = 5, » = 0,1, og vi vil bestemme Kj5. Vi bruger
fremskrivningsformlen:

Kn = K()(l + T)n
og saetter vores tal ind:

K5 =100-(1+0,1)°
= 161,05

Vi kan altsa haeve 161 kr. efter 5 ar.

Dvelse 8.1.1

Nar vi bruger fremskrivningsformlen skal vi huske at omskrive renten til deci-
maltal.

a) Omskriv 0,21% til decimaltal

Dvelse 8.1.2

Lille Gysse seetter nu 200 kr. ind pa en anden konto. P& den konto far hun 3%
om aret.

a) Hvad har hun efter 10 ar?

Det er ikke altid K,, som er den ubekendte. Det kunne f.eks. veere at vi kendte
K,,, n og r, og ville finde K. Nedenstaende tabel viser formlerne for de forskellige
stgrrelser som indgar i forbindelse med kapitalfremskrivning.

Slutkapital Startkapital Rente Antal terminer
n —n In(52)
K, =Ko(1+7)" | Ko=K,(1+7)™"|r= % -1 N = naes
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Formlen Ky = K,(1 4 r)™" kaldes ogsa tilbageskrivningsformlen

For lang tiden siden satte Tigerdyret 100 kr. ind pa en konto. Kontoen er blevet
tilskrevet en rente pa 5% hver termin. Lige nu star der 1146,74 kr. pa kontoen.
Tigerdyret vil nu regne ud, hvor mange terminer der er gaet siden pengene blev
sat ind.

) (i

- - = 50.
T+ In(1+0,05)

Altsa er der gaet 50 terminer siden pengene blev sat ind.

Hvis man kan, sa anbefaler jeg at man undlader at bruge formlerne i tabellen. I
stedet kan man isolere den gnskede stgrrelse i fremskrivningsformlen.
@velse 8.1.3

En mand saetter 1000 kr. ind pa en konto efter 10 terminer star der 1343,92 kr.
pa kontoen.

a) Hvad var rentefoden?

@Dvelse 8.1.4

En dame har 23219,38 kr. pa en konto. Hun ved at rentefoden er 1% pr. maned
og hun ved at hun satte et enkelt belgb ind som staet pa kontoen 15 maneder.

a) Hjeelp den flinke dame.

Dvelse 8.1.5

En elev fra Niels Brock fik 500 kr. af sin far fordi han havde faet sa flotte
matematikkarakterer. Eleven satte pengene ind pa en konto med en rente pa
2% pr. ar. Efter et stykke tid havde eleven 585,83 kr. pa kontoen.

a) Hvor mange ar havde pengene staet pa kontoen?
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Dvelse 8.1.6

Der seettes 100 kr. ind pa en konto til en rentefod pa 7%?
a) Hvad er belgbet vokset til efter 20 terminer.

Kapitalfremskrivning og lan

Indtil videre har vi kun set pa opsparinger. Men det er vigtigt at forsta, at ka-
pitalfremskrivning handler om et belgb, som samler renter. Det behgver ikke at
veere en opsparing. Det kan ligesa godt veere et lan, der ikke bliver betalt tilbage
pa, sa geelden vokser hver termin. Som regel betaler man dog af pa sit lan, hvilket
vi vil se pa i afsnittet om annuitetslan.

QDvelse 8.1.7

En elev skylder 1000 kr. pa et quicklan og har ikke mulighed for at betale af pa
det. Renten er 10% pr. maned.

a) Beregn geeldens storrelser efter et ar.

8.2 Annuitetsopsparing

Forestil dig, at du hver maned satter 1.000 kr. ind pa en konto, som bliver tilskrevet
en fast manedlig rente. En sddan opsparing kaldes en annuitetsopsparing. Vi bruger
fglgende betegnelser:

Ydelsen. Det belgb vi indsaetter hver termin.

n | Antallet af ydelser.

r | Rentefoden dvs. renten pr. termin som decimaltal

A, | Slutbelgbet pa kontoen efter n ydelser. Kaldes ogsa frem-
tidsveerdien.

Pa en tidslinje ser det saledes ud:

L2

Y Y

13

@ 4o
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Dvelse 8.2.1

I en annuitetsopsparing betegner n antallet af ydelser og altsa ikke antallet af
terminer som ved en kapitalfremskrivning.

a) Hvor mange terminer er der i en annuitetsopsparing?

Det kunne godt se ud som om, det er lidt besveerligt at beregne fremtidsveerdien
A,. Alle ydelserne ligger nemlig forskellige steder pa tidslinjen, og derfor far de
tilskrevet renter et forskelligt antal gange. Den forste ydelse man indbetaler far
tilskrevet en masse renter, mens det sidste slet ikke far tilskrevet nogle. Heldigvis
har vi en formel til hjeelp:

Satning 8.2.1

Fremtidsveerdien A,, af en annuitet bestaende af n ydelser y ved en rente pa r,
er givet ved:

Anais saetter 1000 kr. ind pa en konto, hver termin i 10 terminer. Rentefoden er
pa 1%. Vi vil bruge saetning 8.2.1 til at beregne, hvor mange penge Anais kan
haeve efter 10 terminer. Vi skal altsa finde A,, nar y = 1000, n = 10 og » = 0,01.
Vi bruger formlen for fremtidsveerdien af en annuitet:

og vi saetter vores tal ind

(1+0,01)10 —1

Ao = 1000 -
to = 1000 0,01

= 10462,21

Anais kan altsa haeve 10462,21 kr. efter 10 terminer.
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Dvelse 8.2.2

Lille Gysse opretter en konto i banken og saetter 200 kr. ind hver maned. Kontoen
bliver tilskrevet en manedlig rente pa 0,5%.

a) Bestem rentefoden r i decimaltal.

b) Beregn hvor mange penge Lille Gysse har pa sin konto efter 27 indbeta-
linger.

¢) Hvor mange penge har Lille Gysse indbetalt i alt?

d) Hvor mange penge har Lille Gysse faet tilskrevet i renter?

Ligesom ved kapitalfremskrivning findes formlen for annuitetsopsparing i flere ver-
sioner:

An Yy r n
147)"—1 A, r . _ In(f2r4)
A, =y % Y= T findes ikke | n = (i)

Det ses at der ikke er nogen formel for r. Her er du ngdt til at opstille en ligning og
bruge GeoGebra til at 1gse den. Alternativt kan du bruge Excel (se afsnit 8.5).

Vi vil bestemme renten for en annuitetsopsparing med A, = 5000, n = 24 og
y = 201,24. Vi tager udgangspunkt i formlen for A, (vi kunne ogsa have valgt

en af de andre formler):
(I+r)"—1

A, =y-
Indsaetter vi de kendte veerdier far vi:

(1+7)* -1
r

5000 = 201,24 -

Vi abner et CAS-vindue i GeoGebra og bruger kommandoen Lgs:

U

Voo () Ny x=
(1+r)* -1 r)

r

1 Lgs (5000 — 201.24 -
-1

r = 0.0029980886}
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Som du kan se, har jeg indstillet mit GeoGebra til 10 decimaler (inde i indstil-
linger). Vi konkluderer at renten er 0,3%.
Dvelse 8.2.3

En elev sparer op til gallafest. Eleven sparer 3.000 kr. op ved at betale 249,86
kr. ind pa en konto hver maned i et ar.

a) Hvad er den manedlige rente?

Dvelse 8.2.4

Martins mor har lavet en bgrneopsparing til Martin. Hun har hver maned sat
et hemmeligt belgb ind pa kontoen som er blevet tilskrevet en manedlig rente
pa 0,4%. Efter 216 indbetalinger pa Martins 18-ars fgdselsdag haever han hele
sin bgrneopsparing. Han modtager 34213,67 kr.

a) Hvor mange penge satte Martins mor ind hver maned?

Dvelse 8.2.5

Michael indseetter hvert kvartal 500 kr. ind pa en konto. Renten er 3% pr.
kvartal

a) Efter nogle ar har Michael 46359,93 kr. pa kontoen. Hvor mange indbeta-
linger har Michael lavet? Hvor mange ar er der gaet?

8.3 Annuitetslan

Et annuitetslan er et lan som tilbagebetales med faste ydelser med faste mellem-
rum. Pa den made minder det om en annuitetsopsparing - det er bare et lan i
stedet for en opsparing. Vi bruger betegnelserne:

y | Ydelsen. Det belgb vi betaler hver termin.

n | Antallet af ydelser.

r | Rentefoden dvs. renten pr. termin som decimaltal.

Ap | Det lante belgb. Kaldes ogsa hovedstolen eller nutidsveer-
dien.

Pa en tidslinje:
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Dvelse 8.3.1
Ligesom ved annuitetsopsparing betegner n antallet af ydelser.

a) Hvor mange terminer er der i en annuitetslan med n ydelser?

Der gaelder fglgende saetning:

Satning 8.3.1
For et annuitetslan kan nutidsveerdien Ay bestemmes ved:
1—(1+r)™"
AR EILELs

@velse 8.3.2
Antag at vi har et annuitetslan med y = 300, n = 5 og r = 0,012.

a) Bestem nutidsveerdien

Dvelse 8.3.3

En dame laner hele kgbesummen til et hus. Hun afbetaler med 23.163,61 kr.,
hver maned i 30 ar (i alt 360 ydelser). Rentefoden er 0,1%

a) Hvad kostede huset?

Ligesom ved annuitetsopsparing findes formlen for annuitetslan i flere versio-
ner:

Ag Y r n

1—(1+4r)™ Aq'r i o (17%>
Ay =y - L Y =10ty findes ikke N=—0q)

Det ses at der ikke er nogen formel for r. Her er du igen ngdt til at opstille en

ligning beregne lgsningen i GeoGebra (tilsvarende til det vi gjorde for renten i en
annuitetsopsparing i eksempel 8.2.2 ). Du kan ogsa bruge Excel (se afsnit 8.5).
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Dvelse 8.3.4

Brgndby IF laner 18 mio kr. af Jan Bech Andersen. Brgndby veelger at afdrage
med et annuitetslan over 9 maneder med en manedlig ydelse pa 2.532.421,44

kr.

a) Bestem den manedlige rente.

Dvelse 8.3.5

En mand kgber bil til 450.000 kr. Han skal betale bilen af med kvartarlige ydelser
over 10 ar (40 ydelser) til en kvartarlig rente pa 1,5%

a) Bestem hvor, meget han skal betale tilbage hvert kvartal.

Dvelse 8.3.6

En elev gar amok og gdelaegger inventaret i sit klassevaerelse. Rektor beslutter
at eleven skal erstatte det han har gdelagt. Eleven har gdelagt for 35.000 kr. Da
eleven ikke har sd mange penge ma eleven lane pengene af en lanehaj. Eleven
skal hver maned betale 771,68 kr. af pa lanet. Renten er 2% pr. maned.

a) Bestem antallet af ydelser.

b) Bestem hvor, mange ar der gar for eleven har faet tilbagebetalt lanet.

8.4 Amortisationstabeller og restgald

I dag skal vi leere om amortisationstabeller. Fgrste skridt er at gve os pa at udtale
ordet.

Dvelse 8.4.1
a) Sig hgjt "a-mor-ti-sa-tions-tabel” 5 gange.

En amortisationstabel er er en tabel, der viser, hvorledes et lan bliver afdraget.
Den kan se ud som fglger:
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Termin | Primo restgaeld | Ydelse | Rente | Afdrag | Ultimo restgeeld
1 10000 | 2500| 100 2400 7600
2 7600 | 2500 76 2424 5176
3 5176 | 2500 | 51,76 | 2448,24 272776
4 272776 | 2500 | 27,28 | 247272 255,04
5 255,04 | 257,59 | 2,55 | 255,04 0

Tabel 8.1: Amortisationstabel for et lan

Her er en forklaring af tabellen:
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Termin

Viser hvilken en termin tallene gaelder for

Primo restgaeld

Den resterende gaeld ved indgangen i den pagaldende termin.
Altsa inden ydelsen er betalt. Den fgrste primo restgeeld er ho-
vedstolen (lanets storrelse). De folgende primo restgeeld findes
ved at overfgre ultimo restgeeld fra sidste termin.

Ydelse

Det belgb som der betales hver termin. Ydelsen er fast i alle
terminer undtagen muligvis den sidste. Den sidste ydelse kan
bestemmes med:

Ydelse = Primo restgaeld + Rente

Denne formel gaelder dog kun for den sidste ydelse!

Rente

Det belgb der betales i rente i den pagaeldende termin. Renten
findes ved:
Rente = Primo restgeaeld - r

hvor r er rentefoden som decimaltal.

Afdrag

Afdraget er det belgb galden formindskes med:

Afdrag = Ydelse — Rente

Ultimo restgaeld

Den resterende gaeld ved udgangen af den pagaeldende termin
(efter ydelsen er betalt):

Primo restgeeld — Afdrag

Sadan laver du (med udgangspunkt i forklaringerne ovenover) en amortisationsta-

bel

Ll e

Aben Excel og indskriv overskrifterne fra tabel 8.1 i den gverste raekke
Skriv 1,2,3... i cellerne under terminerne.
Skriv hovedstolen (lanebelgbet) som Primo restgeeld i forste termin.

Indtast ydelsen. Hvis du ikke har ydelsen sa skal du beregne den med formlen

for ydelse i et annuitetslan (hvis det altsa er et annuitetslan, du har med at
gore selvfplgelig).
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Beregn renten.
Beregn afdraget.

Beregn ultimo restgeeld.

© N oo

Overfgr ultimo restgeeld til primo restgeeld i naeste termin og regn ydelse,
rente afdrag og ultimo restgeeld.

9. Gentag ovenstaende for de fglgende terminer indtil du far ultimo restgeeld
pa nul eller en negativ ultimo restgaeld.

10. Hvis du har en negativ ultimo restgeeld skal du tilpasse ydelsen sa restgaelden
bliver 0.

Dvelse 8.4.2

Antag at vi har et lane med en hovedstol pa 150.000 kr., en manedlig ydelse pa
19.000 kr og en rentefod pa 7%.

a) Lav en amortisationstabel for lanet.
b) Hvad er restgaelden efter den 4. termin?

¢) Hvor lang tid gar der for lanet er betalt tilbage?

Dvelse 8.4.3

En mand optager et annuitetslan pa 300.000 kr. Han vil gerne betale det tilbage
med manelige ydelser over 3 ar (36 ydelser). Rentefoden er 1,5%.

a) Bestem ydelsen.
b) Lav en armortisationstabel.

¢) I din amortisationstabel behgvede du stort set ikke at sendre den sidste
ydelse. Hvorfor?

Det er simpel matematik der ligger til grund for amortisationstabellen. Alle de
formler vi bruger giver lidt sig selv.
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@velse 8.4.4
Forklar
a) formlen for rentebelgbet: (Primo restgeeld) - r.
b) formlen for afdrag: Ydelse — Rente
¢) formlen for ultimo restgaeld: Primo restgeeld — Afdrag
)

d) hvorfor at primo restgaeld er det samme som ultimo restgeeld fra den forrige

termin.

e) formlen for den sidste ydelse: Ydelse = Primo restgaeld + Rente

Restgaeld

Steder man pa ordet "restgaeld” i forbindelse med lan, betyder det ultimo restgeeld,
og den kan man finde i amortisationstabellen. Der findes dog ogsa en formel, sa
man ikke behgver at regne hele tabellen.

Satning 8.4.1
Restgeelden R,, efter m terminer for et lan med en hovedstol pa Ay, en ydelse
pa y og en rentefod pa r, kan bestemmes med fglgende formel:

(I+r)™—1

Rn,=A-(14+r)"—y .

Vi vil bestemme restgeaelden efter 7 terminer for et lan med en hovedstol pa
10.000 kr, en ydelse pa 1.000 kr. og en rentefod pa 2%. Vi bruger formlen:

1 m—1
Rm:AO-(l—I—fr’)m—y( +T2
Vi indsaetter m =7, Ay = 10000 og r = 0,02:
1+40,02)" -1
R; = 10000 - (14 0,02)" — 1000( + 0’02)

= 4052,57

Restgeelden efter 7 terminer er altsa 4052,57 kr.
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Lille Sigismund laner 5.000 kr. til sprut og damer. Han betaler lanet tilbage med
en ydelse pa 100 kr. hver maned. Renten er 1,5% pr. maned.

a) Bestem vha. ssetning 8.4.1 restgaelden efter 18 terminer.

8.5 Finansiel regning i Excel

De finansielle stgrrelser, vi har leert om indtil videre, kan hurtigt regnes i Excel.
Dog er der noget fortegnshallgjsa, man skal veere opmaerksom pa. I Excel regnes
alle udgaende belgb (penge man betaler) negative, mens indgaende belgb (penge
man modtager) regnes positive. Hvis Excel ikke lige er din kop te kan du vel godt
springe dette afsnit over. Bemaerk dog, at hvis du skal finde renten i en annuitet,
sa kraever det GeoGebra eller Excel.

Her er en oversigt over, hvordan man bestemmer de forskellige finansielle stgrrelser
i Excel. Jeg har vaeret flink og skrevet minus pa de stgrrelser som skal indtastes som
negative. Nogle af formlerne giver et negativt resultat. Hvis du f.eks. bestemmer
Ky ud fra K, vil den give dig et negativt tal, fordi du skal indsaette K, for at
kunne haeve K,,. Det betyder dog ikke at du skal angive facit med et minus. Det
er bare Excel, der prgver at forteelle dig, at det penge du skal af med.

Kapitalfremskrivning

Slutkapital (K,) =FV(r;n;0;-Ky)
Startkapital (Ky) |=NV(r;n;0;K,)

Rente (r) =RENTE(n;0;-Ky; K,,)

Antal terminer (n) | =NPER(r;0;-Ky; K,,)

Annuitetsopsparing

Fremtidsveerdi (A,) | =FV(r;n;-y)

Ydelse (y) =YDELSE(r;n;0;A4,)

Rente () =RENTE(n;-y;0; A,)

Antal ydelser (n) =NPER(7;-y;0;A,)
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Annuitetslan

Nutidsvaerdi (hovedstol) (Ag) | =NV (r;n;-y)
Ydelse (y) =YDELSE(r;n; Ay)
Rente (r) =RENTE(n;-y; Ap)
Antal ydelser (n) =NPER(7;-y; Ap)

Restgeeld

Restgeeld efter t terminer (Ry) | =FV(r;t;-y; Ao)

Vi vil bestemme renten for en annuitetsopsparing med A, = 5000, n = 24 og
y = 201,24.

Vi bruger Excel. Vi skriver i en celle:
=RENTE(24;-201,24;0;5000)

Laeg meerke til minusset foran fremtidsveerdien.
Mit Excel viser svaret som 0%:

Jeg trykker pa knappen for flere decimaler:
Hjem Indsaet Tegning Sidelayout Formler Data Gennemse Vis Automatiser Udvikler Q Fortael mig det

Calibri (Tekst) v 2b, ombryd tekst v Tal

X
0y v
¥

Szt ind F K U~ | iH & 5= [Z] Flet og centrer v By % 9

og far svaret 0,30%

Dvelse 8.5.1

Tulle laner 3.000 kr. i banken, som hun betaler tilbage med en manedlig ydelse
pa 166,25 kr. Renten er 1% pr. maned.

a) Bestem antallet af ydelser. Brug Excel.

b) Bestem restgeelden efter 10 maneder. Brug Excel.
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Dvelse 8.5.2

En elev sparer op til gallafest. Eleven sparer 3.000 kr. op ved at betale 249,86
kr. ind pa en konto hver maned i et ar.

a) Hvad er den ménedlige rente? Brug Excel.

Dvelse 8.5.3

Brgndby IF laner 18 mio kr. af Jan Bech Andersen. Brgndby veelger at afdrage
med et annuitetslan over 9 maneder med en manedlig ydelse pa 2.532.421,44
kr.

a) Bestem vha. Excel den manedlige rente.

Ekstra

Vi ser at der i virkeligheden kun er 4 forskellige funktioner, man skal kende i Excel.
Nar man ved hvad forkortelserne star for, kan man maske regne ud, hvordan man
bruger de forskellige funktioner. Det var i hvert fald det jeg selv gjorde, da jeg
skulle skrive dette afsnit.

FV Star for FremtidsVeerdi

NV Star for NutidsVeerdi

RENTE | Hvad tror du?

NPER | Number of PERiods, dvs. antal ydelser

Jeg anbefaler at du kigger pa Excel-funktionerne igen efter du har laest afsnit 8.7.
Sa vil du nemlig have et bedre grundlag til at forsta dem. Formlen for restgaeld
er nok lidt sveer at gennemskue, da den kraever en lidt dybere forstaelse af rest-
geeld.

Jeg har sat minus pa funktionerne i tabellerne sa de virker i praksis, men skal
man bruge funktionerne formelt korrekt, athaenger placeringen af evt. minus-tegn
af konteksten. Seetter man 100 kr. ind pa en konto, til en rente pa 5% om aret,
skal man regne belgbet, man kan haeve efter 10 ar ved:

=FV(0,05;10;0;-100) = 162,89

Laner man 100 kr. til en arlig rente pa 5%, skal man regne geelden efter 10 ar
ved:
=FVv(0,05;10;0;100) = —162,89

266



Laeg meerke til forskellen med minus-tegnet pa de 100 kr. Ved opsparing skal man
af med 100 kr., og derfor skal det vaere minus. Ved lan modtager man 100 kr.
og derfor er det et positivt belgb. Vi ser ogsa at facit giver noget positivt ved
opsparing og negativt ved geeld. Det er igen fordi at vi kan modtage 162,89 kr.
ved opsparing, mens at vi skal betale 162,89 kr. ved gaeld.

8.6 Nominel, effektiv og gennemsnitlig rente

Den arlige nominelle rente

I afsnittet om kapitalfremskrivning har vi regnet pa situationer, hvor vi kendte
rentefoden (renten pr. termin) eller skulle finde rentefoden. Det er dog ikke altid at
vi far opgivet rentefoden. Ofte far vi den sakaldte arlige nominelle rente opgivet
og far at vide, at der er f.eks. manedlige rentetilskrivninger. Det betyder at vi
kan finde rentefoden ved at tage den arlige nominelle rente og dividere den ud pa
antallet af terminer pa et ar. Er den arlige nominelle rente pa f.eks. 6% p.a. med
manedlige rentetilskrivninger, finder vi rentefoden ved:
6%

2 —05
1y = 09%

Vi kan se, at der tale om en arlig rente hvis der star "p.a."efter renten. Forkortelse
p.a. er en forkortelse for "pro anno'som er latin for "pr. ar'. I det fglgende vil vi
ga ud fra at der er tale om den arlige nominelle rente, nar vi opgiver en rente
efterfulgt af p.a. Nogle gange bruges ordet palydende i stedet for "nominel”.
Dvelse 8.6.1

Bestem rentefoden for fglgende arlige nominelle renter.

a) Renten er 12% p.a. med manedlige rentetilskrivninger.

b) Renten er 12% p.a. med halvarlige rentetilskrivninger.

c) Renten er 4% p.a. med kvartarlige rentetilskrivninger.

Effektiv rente

Men... er det virkelig det samme at fa f.eks. 12% i renter om aret som at fa 1%
om maneden? Vi kan prgve at regne efter. Antag at vi har 100 kr. pa en konto.
Vi prover forst med en enkelt rentetilskrivning pa 12%:

K; =100 (1+0,12)" = 112.
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Altsa vil vi have 112,00 kr. pa kontoen hvis vi kun har en enkelt rentetilskrivning
pa 12%.

Vi prgver nu med 12 rentetilskrivninger pa 1%:

Ky =100 (1+0,01)"* = 112,68

Altsa vil vi have 112,68 kr. pa kontoen hvis vi har 12 rentetilskrivninger pa

1%.

Sa hvis vi har en arlig nominel rente pa 12% med manedlige rentetilskrivninger,
far vi altsa mere end 12% tilskrevet om aret. Vi far faktisk tilskrevet en rente
pa 12,68%. Denne rente kaldes den *arlige effektive rente®* og den betegnes i.
Faenomenet kaldes ogsa "renters rente'.

Satning 8.6.1

Vi finder den arlige effektive rente i (som decimaltal) ud fra rentefoden r ved:
i=(1+r)"—-1,
hvor n er antallet af terminer pa et ar.

Dvelse 8.6.2

Bestem den effektive rente for fglgende nominelle renter. Husk fgrst at finde
rentefoden forst.

a) Renten er 4% p.a. med manedlige rentetilskrivninger.
b) Renten er 24% p.a. med halvarlige rentetilskrivninger.

c) Renten er 10% p.a. med kvartarlige rentetilskrivninger.

Dvelse 8.6.3

Martin saetter 2.000 kr. i banken. Renten er pa 2% p.a. med manedlige rente-
tilskrivninger.

a) Bestem, hvor mange penge Martin har pa sin konto efter 3 ar.

b) I hvor lang tid skal pengene sta i banken for Martin har 2.200 kr.?

c) Bestem den arlige effektive rente.
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Dvelse 8.6.4

Michael seetter et belgb ind pa en tom bankkonto. Kontoen bliver tilskrevet
0,5% i rente hver maned. Efter 2 ar star der 1690,74 kr. pa kontoen.

a) Angiv rentefoden.

b) Bestem den arlige nominelle rente.

c) Bestem den arlige effektive rente.
)

d

Bestem, hvor meget Michael oprindeligt satte ind pa sin konto.

Dvelse 8.6.5 (Svaer)

En konto tilskrives en arlig effektiv rente pa 6,17%. Der er manedlige rente-
tilskrivninger.

a) Bestem den arlige nominelle rente.

Gennemsnitlig rente

Forestil dig at du har penge stdende pa en konto i 3 ar. Pa forste ar far du 3%, pa
andet ar far du 9% og pa tredje ar far du 6%. Hvad er mon sa den gennemsnitlige
rente? Altsa hvis vi skulle erstatte de tre forskellige renter med en fast rente, hvad
skulle den sa veere, hvis vi skulle ende med det samme resultat? Umiddelbart skulle
man tro, det var 6%, da gennemsnittet af 3, 9 og 6 er 6. Desveerre er det lidt mere
kompliceret. Man kan finde den gennemsnitlige rente med fglgende seetning:

Satning 8.6.2

Antag at en kapital bliver tilskrevet rentefédderne ri,79,73,...,7,. Den gen-
nemsnitlige rentefod r, er sa givet ved:

rg= (1 +7r)- (147 (147, -1

Vi vil nu regne den gennemsnitlige rente for fgrstnaevnte eksempel. Vi har altsa
renterne 3%, 9% og 6%, dvs. rentefgdderne r1 = 0,03, o = 0,09 og r3 = 0,06.
Vi bruger 8.6.2:

ry = J(1+0,03) - (1 +0,09) - (1 +0,06) — 1 = 0,0597 = 5,97%.
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Dvelse 8.6.6

Lille Gysse satter 1.000 kr. i banken. Det fgrste ar bliver kontoen tilskrevet en
rente pa 5%, det efterfplgende ar en rente pa 11%, derefter en rente pa 7%, og
til sidst en rente pa 1%.

a) Bestem den gennemsnitlige rente.

b) Hvor mange penge har Lille Gysse pa sin konto efter 4 ar.

8.7 Teori for finansiel regning

Vi skal nu se lidt nsermere pa nogle af de begreber, vi har arbejdet med i de
forgaende afsnit. Det vil ggre os i stand til at regne flere typer af opgaver, og
vi vil fa en bedre forstaelse af nogle begreberne. Desuden er indholdet i afsnittet
afggrende i forhold til at kunne forsta beviserne hgrerende til emnet.

Kapitalfremskrivning

Vi husker tidslinjen for kapitalfremskrivning:

Vi husker ogsa at kapitalfremskrivning kan bruges bade i forbindelse med opspa-
ring og lan. Vi ser det primeert i forbindelse med opsparing, fordi lan jo som regel
er noget man betaler af pa, hvilket giver os et annuitetslan (der er en ydelse). Men
kapitalfremskrivning handler udelukkende om, hvordan et belgb vokser nar der
bliver tilskrevet rente og en god forstaelse af kapitalfremskrivning er grundlaget
for en dybere forstaelse af annuitetsopsparinger og annuitetslan.

Frem og tilbageskrivning

Regner vi K, ud fra Ky, siger vi, at vi har fremskrevet K. Regner vi K ud fra K,
siger vi, at vi har tilbageskrevet K,. Nar man fremskriver en kapital, sa laegger
man renter pa kapitalen. Tilbageskriver man kapitalen, fjerner man renterne igen,
for at na frem til det oprindelige belgb uden renter. Skriver man et belgb frem,
siger man at man har fundet belgbets fremtidsveerdi, derfor bliver K, ogsa kaldt
kapitalens fremtidsveerdi. Tilsvarende kaldes K|, for kapitalens nutidsveerdi.
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Fremskrivningsformlen

Vi skal nu se hvor kapitalfremskrivningsformlen K, = Ky(1 + )" kommer fra. Vi
starter med at lave en formel for K;. Altsa K tilskrevet renter en enkelt gang. Vi
ved fra procentregning at det ggres ved at gange Ky med (1 + r):

Kl = Ko(l + ’I“)
Vi kan nu finde K5 ved at tilskrive K7 endnu en rente:

KQ = Kl(l + 7“)
= Ko(14+7)(1+7) (Da K; = Ko(1 + 7))
= Ko(l + 7“)2

Pa tilsvarende made regner vi K3 ud fra formlen for Kos:

K3 = K2(1 + 7“)
= Ko(1+7r)%(1+47) (Da Ky = Ko(1+71)%)
= Ko(1+7)°

Vi ser mgnsteret og konkluderer at
Kn = K()(l + T)n

Alternativt kan vi argumenterer for kapitalfremskrivningsformlen med udgangs-
punkt i eksponentielle funktioner. Eksponentielle funktioner er funktioner, der
vokser med en fast procent, og det er jo netop den situation, vi har, nar vi tilskri-
ver en fast rente til en kapital. Vi husker forskriften:

f(x) = ba”

Vi husker ogsa at b er begyndelsesveerdien og a er fremskrivningsfaktoren som
kan bestemmes ud fra veaekstraten (den procentvise vaekst som decimaltal) ved
a = 1+ r. Den eksponentielle funktion kan altsa skrives som:

flx) =01 +7)*

[ vores tilfeelde er begyndelsesvaerdien Ky og funktionsveerdien K, (som har af-
haenger af n i stedet for x), sa vi far den endelige formel:

Kn — Ko(l + T)n
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Annuiteter

Annuitetsopsparinger og annuitetslan har det tilfeelles, at der betales en fast ydelse.
Mere generelt definerer vi en annuitet pa folgende made:

Definition 8.7.1

En annuitet bestar af en raekke lige store ydelser betalt med lige store mellem-
rum.

Pa en tidslinje ser det sa ledes ud:

12

Y Y

3 n
Yy

Yy

Overst ses antallet af ydelser vi har betalt og nederst pa linjen ses den faste
ydelse y. Ved hver ydelse startes ogsa en ny termin og selvom det ikke naevnes i
definitionen vil der altid veaere en fast rente pr. termin. Denne rente kan bruges til
enten at fremskrive eller tilbageskrive de enkelte ydelser.

Fremtidsvaerdien af en annuitet

Vi mgdte fremtidsveerdien i forbindelse med annuitetsopsparing. Her beskrev frem-
tidsveerdien det samlede belgb vi havde sparet op. Men hvad er det, rent mate-
matisk, vi regner, nar vi regner fremtidsveerdien? Det kan vi se i fglgende defini-
tion:

Definition 8.7.2

Fremtidsveerdien af en annuitet bestar af alle ydelserne skrevet frem til sidste

termin.

Pa en tidslinje ligger fremtidsveerdien A,, altsa til slut som vist her:

y
Ay

Ud fra definitionen er det rimeligt klart at fremtidsveaerdien af en annuitet kan
bruges til at regne resultatet af en opsparing, men lad os ggre det endnu mere
klart ved at se pa et eksempel. Antag at vi seetter 100 kr. ind pa en konto i 3
terminer i traek til en rente pa 10% og haever dem umiddelbart efter den sidste
indbetaling. Vi har altsa tidslinjen:
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1 2 3

100 100 100
haever

Vi kan finde det belgb vi haever ved at kigge pa hvor meget hver enkelt ydelse er
vokset til. Den fgrste ydelse nar at trackke renter to gange, inden vi heever pengene
ved sidste termin, og skal derfor fremskrives to gange:

Bidrag fra den fgrste ydelse: 100 - (1 4+ 0,1)* = 121

Den neeste ydelse nar at traekke renter én gang og skal derfor fremskrive én

gang.
Bidrag fra den anden ydelse: 100 - (14 0,1)! = 110

Den sidste ydelse nar slet ikke at trackke nogle renter:
Bidrag fra den sidste ydelse: 100
Den samlede opsparing er summen af bidragene:
Samlet opsparing: 121 4+ 110 4+ 100 = 331

Vi ser, at den samlede opsparing (331 kr.) kan findes som summen af ydelserne
fremskrevet til sidste termin, hvilket var definitionen pa fremtidsveerdien A,,. Vi
tjekker om resultatet passer med formlen:

(I+r)"—1
r

A, =y-
Vi indsaetter y = 100, n = 3 og r = 0,1:

(140,17 —1

Az =100 -
5 = 100 0

= 331

Det passer hurra!

Nutidsvaerdien af en annuitet
Definition 8.7.3

Nutidsveerdien af en annuitet bestar af alle ydelserne tilbageskrevet til terminen
fgr den forste ydelse.

Pa en tidslinje ser det saledes ude:
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2 9 n
A, Y ¥ Y y
Nutidsveerdien er lidt sveerere at forsta, men sa sveer er den heller ikke. Lad os se
pa et eksempel hvor vi betaler et ukendt lan tilbage. Lad os sige at vi betaler lanet
tilbage over tre indbetalinger pa 100 kr. og at renten pa lanet er 10% Tidslinjen
ser saledes ud:

© 1 2

Lan 100 100 100

Hvor meget har vi mon lant? Igen kan vi analysere problemet ved at betragte hver
ydelse for sig. Hver ydelse bestar af et lanebelgb og et rentebelgb. Vi starter med
den fgrste ydelse som altsa betales tilbage 1 termin efter lanets optagelse. Derfor
nar lanebelgbet fra den fgrste ydelse at fa tilskrevet renter én gang. Lanebelgbet
kan derfor findes ved at tilbageskrive ydelsen en enkelt gang:

Bidrag fra den fgrste ydelse = 100 - (1 4+ 0,1)~" = 90,9091

Den naeste ydelse vi betaler skal tilbageskrives to gange for at finde selve lanebe-
lgbet hgrende den ydelse:

Bidrag fra den anden ydelse = 100 - (1 + 0,1)? = 82,6446
Den sidste ydelse skal tilbageskrives tre gange:

Bidrag fra den sidste ydelse = 100 - (1 +0,1)% = 75,1315
Vi finder nu det samlede lanebelgb:

Samlet lanebelgb = 90,9091 + 82,6446 + 75,1315 = 248,69
Vi ser at altsa at vi har lant 248,69 kr. Vi tjekker med formlen:

I—(14r™"
r

Ag=vy

Vi indsaetter y = 100, n = 3 og r = 0,1:

1—(1401)73

Ay = 100 -
o = 100 0

= 248,69
Det passer hurra!
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Atypiske opgaver

Nar vi teenker pa kapitalfremskrivning og fremtidsveerdien af en annuitet, sa teen-
ker vi pa opsparing. Nar vi taenker pa nutidsvaerdien af en annuitet, teenker vi pa
lan. Men som skrevet tidligere behgver det ikke at veere sadan.

En mand har en pensionsopsparing pa en million kr., som han far udbetalt over
10 ar (120 ydelser). Renten er pa 6% p.a. Vi vil gerne finde ud af hvor stor
ydelsen er. Vi starter med at finde rentefoden:

6%

i 0,5% = 0,005.
Vived at vi har en annuitet, fordi der er en fast ydelse. Men er det mon formlerne
for fremtidsveerdi eller nutidsveerdi, vi skal have fat i? Ved at sammenligne med
tidslinjerne kan vi se, at det nok er nutidsvaerdien, vi har. Han starter nemlig
med at have en million, som han far udbetalt i de terminer, der ligger efter. Vi
skal altsa bruge formlen for ydelsen ud fra nutidsveerdien, rentefoden og antallet
af ydelser:

~ Ag-r 1000000 - 0,005
YTl +r) 11— (1+0,005) 120

= 11102,05.

Altsa far manden udbetalt 11102,05 kr. hver maned.

Ovenstaende eksempel viser at vi altsa godt kan risikere at skulle bruge formlerne
for nutidsveerdi i forbindelse med en opsparing. Maske synes du, at argumentet
med tidslinjerne er lidt tyndt. I princippet bgr vi overveje om situationen svarer
til definitionen af nutidsveerdi eller fremtidsveerdi. I eksemplet har manden penge
staende som traekker renter. Han kan derfor fa mere end sin million udbetalt. Far
at fa udbetalt sine 11102,05 kr., behgver han blot at have indsat et belgb som nu
er vokset til 11102,05 kr. Hans million skal derfor svarer til alle ydelserne skrevet
tilbage til start, altsa nutidsvaerdien af annuiteten.
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Dvelse 8.7.1

Gleager opretter en konto i en bank. Renten er pa 3% p.a. og rentetilskrivnin-
gerne er manedlige.

a) Bestem rentefoden.

b) Gleager saetter nu 100 kr. ind pa sin konto hver maned i 10 ar (120 ydelser).
Hvor mange penge har Gleager efter de 10 ar?

c) Gleager har nu ikke rad til at seette flere penge ind, sa han lader pengene
sta pa kontoen i 5 ar. Hvor mange penge har han sa?

d) Gleager er nu totalt pa roven. Han veelger derfor at fa udbetalt 100 kr.
hver maned. Bestem, hvor mange ydelser hans opsparing rackker til.

e) Hvor lang tid gar der, for Gleager ikke har flere penge?

ADvelse 8.7.2

En studerende kan ikke fa gkonomien til at heenge sammen, sa han tager et
studielan, hvor han far udbetalt 5.000 kr. hver maned. Renten er pa 0,5% om
maneden.

a) Hvor meget skylder han efter 2 ar (24 ydelser)?

8.8 Beviser til finansiel regning

Beviser til kapitalfremskrivning

Beviserne her er sa nemme, at jeg har lavet dem som gvelser. I kan dog se de fulde
beviser i facit, hvis I ikke kan finde ud af dem.

Dvelse 8.8.1

Formlen for renten i en kapitalfremskrivning ser siledes ud:

a) Bevis formlen ved at isolere r i fremskrivningsformlen.
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Dvelse 8.8.2
Formlen Ky = K,(1 + r)~" kaldes ogsa "tilbageskrivningsformlen”.

a) Bevis tilbageskrivningsformlen med udgangspunkt i fremskrivningsform-
len.

VINK: Gang fremskrivningsformlen med (1 + 7)~" pa begge sider og brug en
passende potensregneregel.

Dvelse 8.8.3
Formlen for antallet af terminer i en kapitalfremskrivning ser saledes ud:
K,
In(1+r)

a) Bevis formlen.

Beviser til annuitetsregning
Fremtidsveerdien af en annuitet (B-niveau-version)

Her pa mathhx er der to beviser for fremskrivningsformlen. Det fgrste og mest
simple bevis er taenkt til B-niveau, mens det andet bevis er taenkt til A-niveau.
Man kan dog lave begge beviser pa begge niveauer.

Satning 8.2.1

Fremtidsveerdien A, af en annuitet bestaende af n ydelser y ved en rente pa r,
er givet ved:
(I+7r)"—1

r

A, =y

Bevis

Fremtidsveerdien A, betyder summen af alle ydelserne skrevet frem til det tids-
punkt, hvor den sidste ydelse ligger. Dvs:

Ayv=y+yQ+r)+ydl+r)’+- +yl+r)""
Vi seetter a =141

Ay =y+yatya*+-- +ya" !
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Vi seetter y ud foran parentesen:
Ap=y(l+a+a®+---+a")

Vi ganger med a — 1, hvorefter vi dividerer med a — 1 (sa vi har ikke sendret
veerdien af udtrykket).

yl+a+a®+- - +a" )(a—1)
a—1

A, =

Vi seetter y ned foran brgken og ganger parenteserne ud i brgkes teeller:

ata’+--+a"—1l—a—a*—-- —a"!

a—1

A, =y
Vi reducerer:
a — 1

a—1

A, =y

Vi husker at a =1 + r:

(I+r)"—1
14+7r—1
(I+r)"—1
T

An:y

Fremtidsveerdien af en annuitet (A-niveau-version)

Vi skal nu se et lidt sveerere bevis. Normalt vil man fortreekke at lave et simpelt
bevis frem for et sveert. Hvorfor ggre noget sveerere end det behgver at veere? Det
sporgsmal vil jeg svare pa efter jeg har lavet det "svaere bevis”, som bestar af to
dele. Forst starter vi med en definition:

Definition 8.8.1

En geometrisk raekke er et udtryk pa formen

a+ar+ar’+ar®- -

hvor a og r er reelle tal.
Sa en geometrisk reekke er altsa en uendelig sum af tal. I vores tilfaelde er vi dog

kun interesseret en del af denne sum. Mere specifik har vi brug for summen af de
n fgrste led:
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Satning 8.8.1

Summen s, = a+ar +ar’+---+ar" ! af de n forste led i en geometrisk rackke

kan beregnes ved:
1—r"

a
1—r

Sp —

Bevis

Vi starter med summen
Sp=a+ar+ar®+ - +ar"!
Nu ganger vi med r pa begge sider
T-sn:fr’(a+ar+a7’2+-~+ar”’1)
og ganger parentesen ud:
res, =ar+ar’+ar* + - 4+ ar®
Vi har nu et udtryk for s, og et udtryk for r - s,. Vi traekker r - s,, fra s,
Sp—T-Sp=a-+ar+ar*+ - +ar" ' — (ar +ar’ +ar’ + -+ ar")
Vi haever nu parentesen:

oy —ar —ard — - —ar”

Sp—T S, =a+ar+ar’+---+ar
Vi ser at de fleste led gar ud pa hgjresiden. Tilbage har vi:
S, —1T- 8, =a—ar"
Vi faktoriserer nu med s,, pa venstresiden og med a pa hgjresiden:
sp(l—1)=a(l—1")
og dividerer med 1 — r pa begge sider:

1 —r"
=a
1—r

Sn

Vi kan nu bevise formlen for fremtidsveerdien:
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Satning 8.2.1

Fremtidsveerdien A,, af en annuitet bestaende af n ydelser y ved en rente pa r,
er givet ved:

Bevis

Fremtidsveerdien A, betyder summen af alle ydelserne skrevet frem til det tids-
punkt, hvor det sidste ydelse ligger. Dvs:

A=y +y(l+r)+y(L+r)*+ -yl +r)"

Vi ser at A, er en geometrisk raekke. I fglge seetning 8.8.1 kan A,, derfor skrives
som

1—(1 n
1—(1+r)
Vi reducerer . ) ;
An =Y - ( i T)
—r

Vi forleenger nu brgken med —1.

—1(1 — (L + 7))

A=y (=)
—14+(1+7r)"
B r
(I+r)"—1
B r

Sa hvorfor dette bevis? Fordi vi star med et steerkere resultat. Vi har selviglgelig
bevist fremskrivningsformlen, men vi har ogsa faet introduceret geometriske raek-
ker og vist en generel saetning, som kan bruge i andre sammenhange ogsa. Og sa
meget sveerere var det heller ikke, vel?

Nutidsvaerdi af en annuitet

I det fglgende bevis far vi brug noget ekstra forstaelse i forhold til kapitalfrem-
skrivning. Lad os sige, at vi skal tilbageskrive en kapital med 5 terminer. Hvis vi
har lyst, sa kan vi i stedet fremskrive kapitalen med 10 terminer efterfulgt at en
tilbageskrivning pa 15 terminer. Det vil give det samme. Man kan nemlig taen-
ke pa frem og tilbageskrivninger som at de flytter kapitalen frem og tilbage pa
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tidslinjen. Hvis vi fgrst gar 10 terminer frem og s& 15 terminer tilbage svarer det
selviglgelig til at ga 5 terminer tilbage alt i alt.

Satning 8.3.1
For et annuitetslan kan nutidsveerdien Ag bestemmes ved:
1—-14+r)™"
PR EILELS

Bevis

Nutidsveerdien Aj er defineret som summen af alle ydelserne skrevet tilbage til
terminen fgr den fgrste termin. Vi vil lave den tilbageskrivning pa en snedig
made. Forst skriver vi alle ydelserne frem til sidste termin. Det giver os A,
som vi allerede har en formel for. Fordi alle ydelserne nu ligger samlet pa sidste
termin, kan vi finde Ay ved skrive dem tilbage med tilbageskrivningsformlen
Ko= K,(1+ 7). Altsa:

Ap= Ay (1+7)™"

Vi indseetter formlen for A,

(I+r)"—1
r

Ay=vy (14"

Vi ganger (1 + 7)™ op i teelleren

(A+r)"-1)-0+r)"

Ag=y

og ganger parentesen i teelleren ud

I+r)"-(1+r)"—=>04r)"

Vihar (14+7)" - (14+7r) " =(14+r)""=(1+7r)=1,s4

I—(14r™"
r

hvilket var det vi skulle vise.

281



Gennemsnitlig og effektiv rente
Saetning 8.6.2

Antag at en kapital bliver tilskrevet rentefsdderne ri,79,73,...,7,. Den gen-
nemsnitlige rentefod 7, er sa givet ved:

rg=(1+7r)- (147 - (14r,) -1

Bevis

Antag vi har en kapital K der bliver tilskrevet rentefodderne ri,ro, 73, ..., 7.
Vi leder nu efter en rentefod som tilskrevet n gange til K giver samme resultat:

K-(14mr)- (1+rg)----- (14+r,) =K -(1+mry)"
Vi dividerer med K pa begge sider:
(I+mr)-(14ry)----- (14r,) =04+7r)"

Vi tager den n’te rod pa begge sider:

JL ) (Ltry) - (14m) =1+,

Vi traekker 1 fra pa begge sider:

\7(1+r1)-(1+r2)-----(1+7’n)—1:rg

og vi har vist seetningen.

Dvelse 8.8.4

Betragt ssetningen:

Satning 8.6.1

Vi finder den arlige effektive rente ¢ (som decimaltal) ud fra rentefoden r
ved:
i=(14+r"-1,

hvor n er antallet af terminer pa et ar.

a) Bevis ssetningen. Du kan lade dig inspirere af beviset for gennemsnitlig
rente.
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Kapitel 9
Lineser programmering

Ud fra navnet "lineser programmering” kunne man tro, at emnet handler om at
skrive computerkode omhandlende linesere funktioner. Det ggr det dog ikke. I
stedet handler det om at lgse en bestemt type af problemer. Et sadan problem
kunne veere:

En tgjproducent producerer trgjer og bukser.

Producenten har 120 m? bomuld og 130 m? polyester pa lager.

Der gar 1,5 m? bomuld og 0,5m? polyester til en trgje.

Der gar 1 m? bomuld og 2m? polyester til et par et par bukser.
Dackningsbidraget er 300 kr. for en trgje og 400 kr. for et par bukser.

Hvor mange trgjer og hvor mange bukser skal der produceres fa det
stgrst mulige samlede daekningsbidrag? Hvad bliver det maksimale
daekningsbidrag?

I naeste afsnit vil jeg introducere lineser programmering med udgangspunkt i dette
problem.

9.1 Lineser programmering med hjgrneinspektion

Linezer programmering handler om at lgse en bestemt type af opgaver. Det kan
gores med forskellige teknikker, og i dette afsnit skal vi se pa den mest simple:
lineer programmering ved hjorneinspektion. Selvom det er den mest simple meto-
de, er den stadig relativt kompliceret, og derfor vil vi i forste omgang fokusere pa
hvordan man ggr, og sa kommer der forklaringer og detaljer i senere afsnit. Vi
vil vise metoden med udgangspunkt i opgaven:
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En tgjproducent producerer trgjer og bukser.

Producenten har 120m? bomuld og 130 m? polyester pa lager.

Der gar 1,5m? bomuld og 0,5m? polyester til en trgje.

Der gar 1 m? bomuld og 2m? polyester til et par et par bukser.
Dakningsbidraget er 300 kr. for en trgje og 400 kr. for et par bukser.

Hvor mange trgjer og hvor mange bukser skal der produceres fa det
stgrst mulige samlede daekningsbidrag? Hvad bliver det maksimale
daekningsbidrag?

Opstilling af skema

Opgaven kan virke lidt forvirrende, og derfor er fgrste skridt at skrive informatio-
nerne op i et skema, som er nemt at overskue.

Trajer | Bukser | Til radighed
Bomuld 1,5m? | 1m? 120 m?
Polyester 0,5m? | 2m? 130 m?
Dackningsbidrag | 300 kr. | 400 kr.

Kriteriefunktionen

Vi skal optimere deekningsbidraget, og derfor starter vi med at bestemme en for-
skrift for deekningsbidraget. Dackningsbidraget afhaenger af antallet af producerede
trgjer og antallet af producerede bukser, og derfor seetter vi:

x = Antal producerede trgjer
y = Antal producerede bukser

Dackningsbidraget for en trgje er 300 kr. og deekningsbidraget for et par bukser er
400 kr., sa hvis vi producerer = trgjer og y par bukser, ma daekningsbidraget veere
givet ved funktionen

f(z,y) = 300z + 400y

Denne funktion kaldes ogsa kriteriefunktionen. Generelt er kriteriefunktion den
funktion, vi gerne vil optimere. I denne opgave er kriteriefunktionen en funktion
som udtrykker daekningsbidraget, men i andre sammenhange kunne udtrykke an-
dre ting som f.eks. omkostninger eller tidsforbrug.
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Polygonomrade

Det er klart at jo flere trgjer og bukser vi producerer, jo mere tjener vi. Men da
vi har begraensede maengder af bomuld og polyester vil det vaere begraenset, hvor
meget vi kan producere af hver.

Producerer vi x trdjer og y par bukser vil vi bruge 1,5 - x + 1 - y kvadratmeter
bomuld (se skemaet). Da vi kun har 120 m? bomuld til raddighed, skal z og y altsa
opfylde uligheden:

Loz +y < 120

For polyester ma der gaelde:
0,5 4+ 2y < 130

Da vi ikke kan producere et negativt antal trgjer eller bukser har vi:

x>0 og y=>0

Disse uligheder kan vi skrive ind i et algebravindue i GeoGebra og det vil give
0S:

a:15x+y<120 =/

D

b:05x+2y <130

c: x>0

d:y=>0

Det mgrkeste omrade kaldes polygonomradet, og det viser, hvad der er muligt at
producerer. F.eks. ligger punktet (40,20) i polygonomradet, og det betyder at vi
har nok stof til at producere 40 trgjer og 20 bukser, hvis vi vil det.

Bestemmelse af det optimale punkt

Vi har nu identificeret det optimale punkt i polygonomradet. I lineser program-
mering ligger det optimale punkt altid i et hjorne. Derfor starter vi med at finde
hjgrnepunkterne i polygonomradet.

Vi starter med at aendre ulighedstegnene til lighedstegn:
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1. =12 —~—C \
O a:15x +y 0 N B a
b: 0. 2y =1 :
O 05x +2y=130 i
O cax=0 : -
O dy=20 :
do 20 40 60 8\

Vi kan nu finde hjgrnepunkterne med skaeringsveerktgjet i GeoGebra. Det giver
punkterne:
(0,0) (0,65) (44,54) (80,0)

Vi regner nu funktionsveerdien i hvert punkt. Dvs. vi indsaetter punkterne i krite-
riefunktionen som jo havde forskriften f(z,y) = 300z + 400y:

£(0,0) =300-0+400-0 =0

£(0,65) = 300 - 0 + 400 - 65 = 26000
£(44,54) = 300 - 44 + 400 - 54 = 34800
£(80,0) = 300 - 80 + 400 - 0 = 24000

Vi ser at den hgjeste funktionsveerdi er 34800 i punktet (44, 54). Det betyder at
vi skal producerer 44 trgjer og 54 bukser for at fa det maksimale deekningsbidrag
som er pa 34800 kr.
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@velse 9.1.1
En virksomhed producerer to produkter: Produkt A og PRODUKT B.

Til PRODUKT A skal der bruges 2 arbejdstimer og 5kg ramateriale, mens
PRODUKT B kreever 4 arbejdstimer og 1 kg ramateriale.

Virksomheden har 100 arbejdstimer til radighed og 70 kg ramateriale.

Dakningsbidraget for PRODUKT A er 10 kr. pr. stk. mens deekningsbidraget
for PRODUKT B er 8 kr. pr. stk.

Virksomheden vil gerne optimere daekningsbidraget.
a) Opstil et skema som viser informationerne pa en overskuelig made.
) Definer x og y (dvs. bestem, hvad de skal betegne).
) Opskriv en forskrift for kriteriefunktionen.
d) Tegn polygonomradet i GeoGebra.
)

Bestem, hvor mange PRODUKT A og hvor mange PRODUKT B virksom-
heden skal lave, og bestem det maksimale daekningsbidrag. Det forventes,
at du bruger skaeringsveerktgjet (eller en anden eksakt metode) til at finde
hjgrnepunkterne. Det er ikke nok at aflaese.

Dvelse 9.1.2

Vi bliver ved virksomheden fra sidste gvelse.

a) Hvad bliver den optimale produktion og det tilhgrende dsekningsbidrag,
hvis nu deekningsbidraget for PRODUKT A pludselig stiger til 20 kr. pr.
stk.?

b) Hvad bliver den optimale produktion og det tilhgrende deekningsbidrag,
hvis nu desekningsbidraget for PRODUKT A stiger videre til 60 kr. pr.
stk.?

Ligesom vi kan bruge lineser programmering til at maksimere en funktion, kan vi
ogsa bruge det til at minimere en funktion.
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Vi vil minimere funktionen f(z,y) = 3z + 2y underlagt betingelserne:

20 +y > 10
xr+y>8
r+ 2y > 10
x>0
y>1

Leeg meerke til at vi har 7>7 i stedet for ”"<” i begraensningerne. Det er fordi
det er en minimeringsopgave. Her har vi minimumskrav i stedet for begrsensede
ressourcer.

Vi tegner polygonomradet i GeoGebra:
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Igen er polygonomradet det mgrkeste omrade, sa det er omradet gverst til hgjre.
Denne gang er polygonomradet altsd uendeligt stort. Sadan vil det typisk veere
1 minimeringsopgaver.

Opgaven lgses er helt tilsvarende til maksimering. Vi laver ulighederne om til
ligninger og finder skeeringspunkterne med skeeringsveerktgjet.

288



O aa2x+y=10

@  bixty=8

@ cxty=10

O dx=0

® ev-1

® A = Skeering(a,d) :

= (0, 10)

B = Skaering(a,b) :
@)

= (2,6)

C = Skeering(b,c) :
o

= (6,2)

D = Skaring(c,e) :
@)

= (8,1)

o 1 2 3 4 8 6 7 S

Jeg tester nu hjgrnepunkterne:

£(0,10)=3-0+2-10 =20

£(2,6)=3-2+2-6=18

£(6,2)=3-6+2-2=22

F(8,1)=3-84+2.1=25

Den mindste funktionsveerdi er 18 og det sker i punktet (2,6). Vi konkluderer
at funktionen har minimum i (2,6) og minimumsvaerdien er 18.
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@velse 9.1.3
En elev vil salge slikposer i kantinen. Hun reklamerer med:

Billige slikposer. Kom og kgb. Du far miniskumbananer og/eller pira-
tos. Mindst 20 stykker slik i hver pose. Mindst 120g i posen!

En miniskumbanan vejer 9 gram og en piratos vejer 4 gram.

Eleven kan indkgbe miniskumbananer til 2 kr. pr. stk. og piratos til 50 gre pr.
stk.

Eleven vil gerne minimere sine omkostninger.
a) Lav et skema med oplysningerne i opgaven.
Definer = og y.

)
¢) Opskriv en funktion som udtrykker elevens omkostninger pr. slikpose.
) Tegn polygonomradet.

)

Bestem, hvad eleven skal putte i poserne og bestem den samlede udgift
pr. pose.

f) Pludselig stiger prisen pa piratos til 1,5 kr. stk.. Hvad skal hun nu putte
i poserne for at minimere sine udgifter.

9.2 Lineser programmering med niveaulinjer

I stedet for at regne alle punkterne i polygonomradet, kan vi bruge noget som
hedder niveaulinjer til at finde det mest optimale punkt. Vi vil nu regne de samme
eksempler /gvelser som i sidste afsnit, men bare med niveaulinjer som en del af
metoden.

En tgjproducent producerer trgjer og bukser.

Producenten har 120m? bomuld og 130 m? polyester pa lager.

Der gar 1,5m? bomuld og 0,5m? polyester til en trgje.

Der gar 1 m? bomuld og 2m? polyester til et par et par bukser.
Dakningsbidraget er 300 kr. for en trgje og 400 kr. for et par bukser.

Hvor mange trgjer og hvor mange bukser skal der produceres fa det
stgrst mulige samlede daekningsbidrag? Hvad bliver det maksimale
daekningsbidrag?
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Opstilling af skema

Ingen aendringer her:

Trajer | Bukser | Til radighed
Bomuld 1,5m? | 1m? 120 m?
Polyester 0,5m? | 2m? 130 m?
Dackningsbidrag | 300 kr. | 400 kr.

Kriteriefunktionen
Heller ingen @endringer her. Vi saetter altsa

x = Antal producerede trgjer
y = Antal producerede bukser

Dackningsbidraget ma dermed veere givet ved:

f(x,y) = 300x + 400y

Polygonomrade

Igen ingen a&endringer. Ud fra skemaet ses at
Loz +y < 120

For polyester ma der geelde:
0,52 + 2y < 130

Da vi ikke kan producere et negativt antal trgjer eller bukser har vi:

x>0 og y=>0

Disse uligheder kan vi skrive ind i et algebravindue i GeoGebra og det vil give
0S:
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a:lb5x+y<120 =R/ 5

b: 0.bx+2y <130

@]
X
IV
o
see see

O d:y>o0

Det mgrkebla er polygonomradet.

Niveaulinjer

Nu kommer det nye. I stedet for at teste alle hjgrnepunkterne i polygonomradet,
vil vi starte med at identificere det optimale punkt. Det ggr vi ved hjeelp af det,
som hedder niveaulinjer. En niveaulinje N(¢) (laeses "n t”) er en linje givet ved
ligningen:
flz,y) =t

Vi skal nu tegne to niveaulinjer i GeoGebra. Vi veelger (forklaring folger senere)
N(20000) og N(30000). For at finde dem skal vi altsa szette f(x,y) = 20000 og
f(z,y) = 30000. Det giver:

300z + 400y = 20000 og 300z + 400y = 30000.

Vi taster disse to ligninger ind i GeoGebra (jeg har veeret inde og navngive linjerne,
det sker ikke af sig selv):
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5}

15 x4y <120

b:05x+2y <130

c: x>0

d:y>0

ligningl : 300 x 400y = 20000 :

ligning2 : 300 x + 400y = 30000 :

De to linjer udtrykker to forskellige deckningsbidrag. Alle de punkter pa N (20000)
svarer til et deekningsbidrag pa 20000 kr. og punkterne pa N (30000) svarer til et
daekningsbidrag pa 30000 kr.

Vi ser at N(30000) fas ved at parallelforskyde N(20000) skrat op til hgjre. Vi far
altsa et hgjere deekningsbidrag (hvilket er det vi gnsker) nar vi parallelforsker skrat
op til hgjre. Vi forstiller os nu at vi bliver ved med at forskyde N(20000) skrat
op til hgjre. Pa et tidspunkt kommer linjen helt fri af polygonomradet. Det sidste
punkt den slipper inden den forlader polygonomradet er det optimale punkt. Det
er klart, at der ma veere tale om dette her hjgrnepunkt i polygonradet:

a: 15x+y <120 = &
b: 05x+2y <130

c: x>0

d:y>0

ligningl : 300 x + 400y = 20000 :

ligning2 : 300 x + 400y = 30000 :

Hvis du undrer dig over, hvor jeg fik 20000 og 30000 fra, sa er svaret, at jeg provede
mig frem, indtil jeg fandt to linjer, som la paent (adskilt) i polygonomradet.
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Bestemmelse af det optimale punkt

Nu skal vi bare bestemme koordinaterne til det punkt, vi har fundet. Det ggr vi
ved at sendre ulighedstegnene til lighedstegn, og bruge skeeringsveerktgjet pa det
punkt, vi har identificeret:

@ a1l5x+y=120 A~

b: 0.5x + 2y = 130

cx=0

40 N(20000)

dy=0
ligningl : 300 x 4 400 y = 20000 : 20

ligning2 : 300 x 4+ 400 y = 30000

A = Skzring(a, b) : d 20 40 60 Q
= (44, 54)

Vi ser at skaeringspunktet er (44, 54). Det betyder, at vi skal producere 44 trgjer og
54 bukser for at fa det maksimale deekningsbidrag. Det maksimale daekningsbidrag
finder vi ved at seette punktet ind i f:

© © &6 © 0 O

f(44,54) = 300 - 44 + 400 - 54 = 34800

Vi konkluderer, at det optimale dackningsbidrag er 34800 kr.

Metoden virker maske lidt mere abstrakt end hjgrneinspektion, men niveaulinjer
er en essentiel del af lineser programmering som det forventes, at man har styr
pa. Man kan altsa ikke veelge at sige "Jeg holder mig til hjgrneinspektion”. Der-
udover er en god forstaelse af niveaulinjer en forudssetning for at kunne mestre
fplsomhedsanalyse (Mat-A) og kvadratisk programmering (Mat-A).
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@velse 9.2.1
En virksomhed producerer to produkter: Produkt A og PRODUKT B.

Til PRODUKT A skal der bruges 2 arbejdstimer og 5kg ramateriale, mens
PRODUKT B kreever 4 arbejdstimer og 1 kg ramateriale.

Virksomheden har 100 arbejdstimer til radighed og 70 kg ramateriale.

Dakningsbidraget for PRODUKT A er 10 kr. pr. enhed mens daekningsbidraget
for PRODUKT B er 8 kr. pr. enhed.

Virksomheden vil gerne optimere dackningsbidraget.

a) Lav skema for oplysningerne, definer x og y, opskriv en forskrift for krite-
riefunktionen og tegn polygonomradet i GeoGebra. Det er samme opgave
som fra sidste afsnit, sa du kan bruge det du lavede der, hvis du stadig
har det.

b) Tegn to passende niveaulinjer. Dvs. du skal prgve dig lidt frem indtil du
finder nogle niveaulinjer som ligger paent i polygonomradet.

¢) Bestem i hvilken retning deekningsbidraget vokser.

d) Identificer det optimale punkt (du skal ikke beregne det endnu). Argu-
menter for dit resultat.

e) Regn koordinaterne til det punkt du har identificeret som det optimale.
Brug f.eks. skaeringsveerktagjet. Det er ikke nok at aflaese.

f) Bestem, hvor mange PRODUKT A og hvor mange PRODUKT B virk-
somheden skal lave, og beregn det maksimale deekningsbidrag.

Med udgangspunkt i virksomheden fra gvelsen ovenover forstiller vi os nu at
daekningsbidraget for PRODUKT A falder til til 2 kr. pr. stk. Det giver fglgende
eendringer i kriteriefunktionen:

f(z,y) =22+ 8y

Vi tegner N(100) og N(150):
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a:2x+4y <100 =AY/

b: 5x+y<70

c: x>0

d:y>0

ligningl : 2x+48y = 100

O ligning2: 2x+8y = 150

Vi ser at niveauerne stadig vokser skrat op til hgjre (mere op end til hgjre denne
gang), og vi ser at det sidste punkt niveaulinjerne slipper veere:

O 2:2x+4y<100 =/ 9
a

@ b:b5x+y<70 :
O c:x=>20 :
© diy=z0 :
@  ligningl: 2x+8y = 100 :

O ligning2 : 2x+8y = 150

Ahal et nyt optimalt punkt! Punktets koordinater findes pa ssedvanligvis ved at
endre ulighedstegn til lighedstegn og bruge skeaeringsveerktgjet.. Det optimale
punkt bliver saledes (0,25). Vi konkludere at dekningsbidraget for PRODUKT

A er blevet sa lavt, at det ikke leengere kan betale sig at producere PRODUKT
A. Det maksimale deekningsbidrag regnes ved:

£(0,25) =2-0+8-25 =200

Altsa er det optimale daekningsbidrag 200 kr. ved en produktion af 25 PRO-
DUKT B.
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@Dvelse 9.2.2

Vi bliver ved virksomheden fra eksemplet oven over. Bestem vha. niveaulinjer
det optimale punkt nar:

a) Dekningsbidraget for PRODUKT A er 10 kr. pr. stk. og deekningsbidraget
for PRODUKT B er 5 kr. pr. stk.

b) Dackningsbidraget for PRODUKT A er 30 kr. pr. stk. og deekningsbidraget
for PRODUKT B er 2 kr. pr. stk.

¢) Dakningsbidraget for PRODUKT A er 4 kr. pr. stk. og deekningsbidraget
for PRODUKT B er 16 kr. pr. stk.

Vi vil minimere funktionen f(x,y) = 3x + 2y underlagt betingelserne:

20 +y > 10
r+y>8
r+ 2y > 10
x>0
y=>1

Vi tegner polygonomradet i GeoGebra og niveaulinjerne N (20) og N (25)

@ a:2xty=10
b:x+y>38
cix+2y>10
d: x>0

e:y=>0

ligningl : 3x+2y = 25

lighing2 : 3x+2y = 20

Vi ser at niveauerne vokser skrat op til hgjre. Vi er interesserede i minimum sa vi
skal altsa forskyde niveaulinjerne i modsat retning — altsa skrat ned til venstre.
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Vi ser at niveaulinjerne slipper polygonomradet i punktet (2,6) (vi tjekker at
det er de eksakte koordinater ved at bruge skeeringsveerktgjet efter at vi har
sendret ulighedstegn til lighedstegn). Vi regner funktionsveerdien i punktet:

f(2,6)=3-2+6-2=18

Vi konkluderer at funktionen har minimum i (2,6) og minimumsveerdien er 18.

Dvelse 9.2.3
En elev vil selge slikposer i kantinen. Hun reklamerer med:

Billige slikposer. Kom og kgb. Du far miniskumbananer og/eller pira-
tos. Mindst 20 stykker slik i hver pose. Mindst 120g i posen!

En miniskumbanan vejer 9 gram og en piratos vejer 4 gram.

Eleven kan indkgbe miniskumbananer til 2 kr. pr. stk. og piratos til 50 gre pr.
stk.

Eleven vil gerne minimere sine omkostninger.
a) Lav et skema med oplysningerne i opgaven.
b) Definer = og y.
¢) Opskriv en funktion som udtrykker elevens omkostninger pr. slikpose.
)

Bestem vha. niveaulinjemetoden, hvad eleven skal putte i poserne og be-
stem den samlede udgift pr. pose.

e) Pludselig falder prisen pa miniskumbananer til 0,75 kr. stk.. Hvad skal hun
nu putte i poserne for at minimere sine udgifter. Brug igen niveaulinjer til
at svare pa spergsmalet.

9.3 Teori for linexer programmering

Vi skal nu se pa den underliggende teori for lineser programmering. Det forste vi
far brug for at indfgre er lineaere funktioner i to variable

Linesere funktioner i to variable

Indtil vi startede dette kapitel var en funktion noget som lavede x-veerdier om til
y-veerdier. Dette kaldes ogsa en funktion i én variabel. En funktion i to variable er

noget som laver talpar x,y om til z-veerdier (vi kan ikke leengere kalde funktions-
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veerdierne for y-veerdier fordi det bogstav har vi allerede brugt). Der er altsa to
uafhaengige variable (z og y) og én afheengig variable (z).

Funktionen med forskriften f(x,y) = 2z + 6y — 10 er en funktion i to variable
fordi den afthaenger af to variable x og y.

Definition 9.3.1

En lineser funktion i to variable er en funktion pa formen
flz,y) =ax+ by +c

Vi ser at definitionen minder om definitionen for ssedvanlige linesere funktioner,
bortset fra at y indgar pa samme made som z i stedet for at betegne funktions-
veerdien (som her altsa betegnes med z).

Funktionen med forskriften f(z,y) = 2z + 6y + 10 er en lineser funktion i to
variable fordi den har formen

flx,y) =ax+by+c

Dvelse 9.3.1

Du skal nu kigge pa nogle forskrifter for nogle funktioner. Du skal afggre om
der er tale om en:

1. Funktion i to variable
2. Linesere funktion i to variable

Her er forskrifterne:

)

b) f(x,y) =2x+ 3y

c) flx,y) = —2x+ 3y — 2
d) f(z,y) = 2" +y°
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Dvelse 9.3.2

Lad f(z,y) =2 —y
a) Bestem f(2,3)

Polygonomradet

Man kan taenke pa polygonomradet som definitionsmaengden for kriteriefunktio-
nen. Vi husker at definitionsmangden for en almindelig funktion bestar af alle de
x’er man kan satte ind i funktionen. Her har vi en funktion i to variable, og derfor
skal vi kigge pa punkter i stedet for x’er. Kriteriefunktionen kan rent matematisk
regnes for alle punkter, men kun dem indenfor polygonomradet beskriver noget,
som kan lade sig ggre i den praktiske situation, og derfor far kriteriefunktionen
polygonomradet som definitionsmaengde.

Lad et polygonomrade veere givet ved ulighederne:

20 —y <5
x>0
y=>0

Skal vi tjekke om (2,3) ligger i polygonomradet skal vi indsaette punktet i
ulighederne og se om de er opfyldt:

2:2-3<5
220
3>0

Alle uligheder opfyldte sa punktet ligger i polygonomradet.

@velse 9.3.3
Med udgangspunkt i eksemplet oven over.
a) Underspg om punktet (9, 3) ligger i polygonomradet.

b) Antag at = og y star for et antal producerede varer (hhv. VARE A og
VARE B). Forklare hvad dit resultat i spgrgsmal a) betyder i den sam-
menhang.
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Niveaulinjer

Normalt bruger vi grafer til at give et grafisk billede af en funktion. Man kan ogsa
tegne grafer for funktioner i to variable, men det er lidt sveerere at have med at
gore, og derfor har jeg placeret det i ekstraafsnittet nederst. I stedet for grafer
bruger vi det som hedder niveaukurver:

Definition 9.3.2

Lad f veere en funktion i to variable og lad ¢ veere et tal. Niveaukurven N(t) er
figuren givet ved ligningen:

fla,y) =t

Som vi senere vil bevise, er niveaukurverne i linesger programmering altid linjer, og
derfor kaldes de "niveaulinjer”. Vi ser af definitionen at niveaukurven N () bestar
af alle de punkter (x,y) som har en funktionsveerdi pa t.

Lad f(x,y) =2z +y.
Niveaulinjen N(7) er givet ved ligningen 2x +y = 7.
Punktet (1,5) ligger pa niveaukurven N (7) fordi

F(L,5)=2-145=7

Punktet (3,4) ligger ikke pa niveaukurven N (5) fordi
F(3,4)=2-3+4=104#5

@velse 9.3.4
Lad f(z,y) =2z + 4y + 1
a) Opstil ligningen for N(0)
b) Undersgg om punktet (3,2) ligger pa N(15)

c) Antag at et punkt (zg,yo) ligger pa N(95). Bestem funktionsveerdien
f(x()a yO)

At niveaukurverne altid er linjer, nar vi har en lineser funktion i to variable, er
udtrykt i folgende seetning:
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Satning 9.3.1

Lad f(z,y) = ax+by-+c, antag at b # 0 og lad t veere et tal. Da er niveaukurven
N(t) en linje med forskriften:

a +t—c
= ——
Y= b

MAndres t vil linjen parallelforskydes i lodret regning. Der geelder:

o Hvis b er positiv vil en hgjere t-veerdi forskyde linjen op.

o Hvis b er negativ vil en hgjere t-veerdi forskyde linjen ned.

Man kan undrer sig over at seetningen naevner en “lodret forskydning”. Var det
ikke en skra forskydning, vi sa i de to forste afsnit? Lad os se pa et simpelt
eksempel.

Jeg kan se at N(10) er en parallelforskydning af N(6), men I hvilken retning. Med
den logik vi har brugt indtil videre ville vi sige skrat op til hgjre. Men kan ogsa se
det som en lodret forskydning op. Husk pa at linjerne er uendeligt lange, sa det
er klart at hvis vi forskyder N(6) lodret op, sa vil den komme til at ligge oven i
N(10) til pa et tidspunkt.

Seetning 9.3.1 garanterer, at niveaulinjerne opfgrer sig pa en systematisk made. Vi
kan se at der er to muligheder. Om det er den ene eller anden situation vi er i,
kan vi afggre ved at kigge pa b ellers kan vi (som vi har gjort indtil videre) tegne
2 niveaulinjer, og sa garanterer saetningen at mgnsteret kan generaliseres til hele
polygonomradet.
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Ekstra

Vi vil nu vise hvordan man "tegner” grafen for en funktion i to variable. Vi vil
tage udgangspunkt i funktionen

f(z,y) = 0,22 + 0,6y + 10

Fordi vi har tre variable (2 uafhaengige og 1 atheengig) har vi brug for et koordi-
natsystem med tre akser. Vi far altsa en 3d graf.

Vi tegner grafen ved at lave et sildeben. Vi skal saledes veelge et x og et y, regne
f(x,y) og tegne punktet (x,y, f(z,y)) ind. Det svarer helt til det metoden for
funktioner i én variable. Lad os veelge punktet (60, 40). Vi skal saette ind forskriften
f(x,y) = 0,2z + 0,6y + 10:

£(60,40) = 0,2 - 60 — 0,6 - 40 + 10 = 46

Det giver os vores fgrste punkt i sildebenet:

T 60
Y 40
f(z,y) |46

Regner vi flere punkter til sildebenet kan grafen konstrueres:

X
Forste punkt tegnes ind. Vi regner flere punkter i silde-
benet og tegner dem ind. Gra-
fen fremkommer nar vi tegner
rigtig mange punkter.

Vi ser at grafen for funktionen f er en skra plan (en flade) i 3 dimensioner. Du skal
forstille dig den er uendeligt stor, jeg har bare tegnet et udsnit. Ud fra grafen kan
vi ogsa forklare, hvordan niveaulinjerne opstar. Vi vil nu bestemme N (50):
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x
Vi skal bestemme N (50). Den
bestar af alle de punkter som
har en funktionsveerdi pa 50. sa
derfor tegnes en vandret flade
ind i koordinatsystem med en
hgjde pa 50.

IS

) y\

X
Nu fjernes alt undtagen ni-
veaukurven.

x
Der hvor fladen skeaerer grafen
for f, ma veere der hvor f har
veerdier 50. Sa vi har tegnet
en kurve, som fglger skaeringen
mellem f og fladen. Dette er
niveaulinjen N (50).

\

> T
Koordinatsystemet drejes nu,
s man ser det fra oven (som
om vi star pa toppen af z-aksen
og kigger ned). Tadaaaal! en
helt normal niveaulinje.

9.4 Lineser programmering uden computer

Vi har gjort brug af GeoGebra til at regne opgaverne, men det er nemt at regne
dem uden GeoGebra. Det tager bare lidt laengere tid.

Vi vender tilbage til det forste eksempel i forste afsnit og regner det nu uden

computer:

En tgjproducent producerer trgjer og bukser.

Producenten har 120m? bomuld og 130 m? polyester pa lager.
Der gar 1,5m? bomuld og 0,5m? polyester til en trgje.
Der gar 1 m? bomuld og 2m? polyester til et par et par bukser.
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Dakningsbidraget er 300 kr. for en trgje og 400 kr. for et par bukser.

Hvor mange trgjer og hvor mange bukser skal der produceres fa det
storst mulige samlede daekningsbidrag? Hvad bliver det maksimale
deekningsbidrag?

Opstilling af skema

Trajer | Bukser | Til radighed
Bomuld 1,5m? | 1m? 120 m?
Polyester 0,5m? | 2m? 130 m?
Dackningsbidrag | 300 kr. | 400 kr.

Kriteriefunktionen
Vi saetter

x = Antal producerede trgjer
y = Antal producerede bukser

Dakningsbidraget méa dermed vaere givet ved:

f(z,y) = 300z + 400y

Polygonomrade

Ud fra skemaet ses at
1oz +y <120

For polyester ma der geaelde:
0,5z 4+ 2y < 130

Da vi ikke kan producere et negativt antal trgjer eller bukser har vi:

x>0 og y=>0

Vi skal tegne polygonomradet, men denne gang med papir og blyant. Vi starter
med den fgrste ulighed og isolerer y:
1,00 +y < 120
y < —1,52 4120
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Vi kan nu tegne uligheden. I forste omgang lader vi som om, der star et lighedstegn
i stedet for ulighedstegnet. Vi kan sa tegne linjen ud fra heeldning (—1,5) og
skaeringspunkt med y-aksen (120):

120—y
90

60

30

X

T T T

T
30 60 90 120

Vi isolerer y i den naeste ulighed, hvilket giver y < —0,25x + 65, og tegner den
ind:

120—y

90
60

30

X

T T T

T
30 60 90 120

Nu husker vi at der stod y < ... i begge de to uligheder. Det betyder at vi er
begraeset til de punkter som ligger under linjerne (de ma godt ligge pa en linjen,
men ikke over en linje). Vi husker ogsa ulighederne x > 0 og y > 0, hvilket betyder
at vi er begraenset til punkter, som har ikke-negative koordinater. Det giver os et
omrade vi kan farve blat:
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120 ~

90 ~

60 1

30

X

I I T

T
30 60 90 120

Niveaulinjer

Vi skal nu tegne niveaulinjer. Det er den mest problematiske del fordi det kraever,
at man prgver sig lidt frem fgr man finder nogle gode linjer.

Vi vil nu tegne N(20000) og N(30000). For at finde dem skal vi seette f(x,y) =
20000 og f(x,y) = 30000. Det giver:

300z 4 400y = 20000 og 300x + 400y = 30000
Isolerer vi y i disse ligninger fas
y=—0,752+50 og y=—-0,75x+75

Disse to linjer kan vi nu tegne ind:

Yy

120

90 ~

60

30

X

I I T

T
30 60 90 120

Ud fra niveaulinjerne ses det at niveauerne vokser skrat op til hgjre, og at det
optimale punkt saledes ligger i skaeringspunktet mellem de to rgde begraensnings-
linjer.
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Bestemmelse af det optimale punkt

Nu skal vi bare bestemme koordinaterne til det punkt vi har fundet. Vi har allerede
isoleret y i de to rode begraensningslinjer og vi fik (nar man erstatter ulighedstegn
med lighedstegn):

y=—10r+120 og y = —0,25xz+ 65
Vi regner nu skeeringspunktet ved at seette de to funktionsudtryk lig hinanden.
—1,5bx + 120 = —0,25x 4 65

Lgser vi den ligning far vi x = 44. Vi kan nu regne y-vaerdien ved at seette 44 ind
i en af de to forskrifter for begraensningslinjerne:

y=—15-44+120 = 54

Skaeringspunktet er altsa (44, 54). Det betyder at vi skal producerer 44 trgjer og
54 bukser for at fa det maksimale deekningsbidrag. Det maksimale dackningsbidrag
finder vi ved at seette punktets koordinater ind i f:

f(44,54) = 300 - 44 4 400 - 54 = 34800
Vi konkluderer, at det optimale daekningsbidrag er 34800 kr.

@velse 9.4.1
En elev vil seelge slikposer i kantinen. Hun reklamerer med:

Billige slikposer. Kom og kgb. Du far miniskumbananer og/eller pira-
tos. Mindst 20 stykker slik i hver pose. Mindst 120 g i posen!

En miniskumbanan vejer 9 gram og en piratos vejer 4 gram.

Eleven kan indkgbe miniskumbananer til 2 kr. pr. stk. og piratos til 50 gre pr.
stk.

Eleven vil gerne minimere sine omkostninger.

a) Bestem (uden GeoGebra), hvad eleven skal putte i poserne og bestem den
samlede udgift pr. pose.

b) Pludselig falder prisen pa miniskumbananer til 0,75 kr. stk. Hvad skal hun
nu putte i poserne og hvad vil det koste hende? GeoGebra er stadig haram.

c¢) Prisen pa miniskumbananer falder nu yderligere til 0,25 kr. stk. Hvad skal
hun nu putte i poserne og hvad vil det koste hende? GeoGebra er stadig
haram.
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9.5 Fglsomhedsanalyse (A)

Vi har tidligere set at hvis der sker tilstrackkelige store sendringer i kriteriefunktio-
nen, sa vil vi fa et nyt optimalt punkt. Fglsomhedsanalyse gar ud pa at undersgge,
hvor store sendringerne ma veere, fgr vi far et nyt optimalt punkt.

Vi tager udgangspunkt i eksemplet med trgjer og bukser fra sidste afsnit (lineser
programmering uden computer). Hvis dette afsnit ikke er friskt i hukommelsen, s&
laes (regn) det igen. I afsnittet fandt vi ud af at det mest optimale var at producerer
44 trgjer og 54 bukser. Punktet fandt vi som skaeringspunkt mellem de to rgde
begreensningslinjer:

X

I I T

T
30 60 90 120

Lad os nu sige at daekningsbidraget for trgjer stiger til 400 kr. pr. stk., mens at
daekningsbidraget for bukser er usendret. Det giver os kriteriefunktionen:

f(x,y) = 400z + 400y

Tegner vi N(20000) og N (30000) ser de nu séledes ud
120 Y
90 ~

60

30




Vi kan se at niveaulinjerne er blevet stejlere. Vi kan ogsa se at det optimale
punkt er usendret, men hvis deekningsbidraget for trgjer bliver ved med at stige,
vil niveaulinjerne pa et tidspunkt blive sa stejle, at det optimale punkt rykker til
det nedre hgjre hjgrne i polygonomradet. Begynder dackningsbidraget for trgjer
pludseligt at falde meget, vil niveaulinjerne omvendt flade ud, og vi kan risikere
at det optimale punkt rykker op i det gvre venstre hjgrne.

Vi vil nu regne ud hvor meget daekningsbidraget for trgjer kan sendre sig, for at
vi far et nyt optimalt punkt. Vi husker seetning 9.3.1 som sagde at niveaulinjerne
for f(x,y) = ax + by + c er givet ved ligningen:

a t—c

YT

Niveaulinjerne har altsa en heeldning pa —7. Vi husker kriteriefunktionen var

f(x,y) = 300x + 400y

sa a = 300 og b = 400. Da vi vil undersgge hvor meget desekningsbidraget for
trgjer kan sendre sig vil vi regne med a som ubekendt. Niveaulinjerne far pa den
made heeldningen —;55. Denne heeldning skal ligge imellem hzeldningen for de to
omkringliggende begraensninger, hvis det optimale punkt skal vaere uaendret. Vi

husker (fra sidste afsnit), at de to rode begraeensningslinjer har forskrifterne:
y=—15x+120 og y= —0,25x+ 65

Sa heeldningerne for begraensningslinjerne er hhv. —1,5 og —0,25. Niveaulinjens
heeldning (—45;) skulle ligge mellem de to, sa vi far dobbeltuligheden:

a
—15<—-<-0,25
7400 — 7

Vi ganger dobbeltuligheden igennem med —400. Vi husker at vende ulighedstegn
fordi vi ganger med et negativt tal. Vi far:

600 > a > 100

Vi konkluderer at deckningsbidraget for trgjer kan falde ned til 100 kr. pr. trgje
og stige op til 600 kr. pr. trgje uden at vi far et nyt optimalt punkt.

Vi kan ogsa undersgge hvor meget daekningsbidraget for bukser kan sendrer sig
uden at vi far et nyt optimalt punkt. Det ggres pa helt tilsvarende made. Denne
gang er det b som er ubekendt og niveaulinjerne vil altsa have en haldning pa
—3—20. Vi kan sa, helt som fgr, opstille dobbeltuligheden:

15< —320 < 0,25
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Vi ganger igennem med —b og husker at vende ulighedstegnet (vi forudsaetter at
b er positivt her, si —b er et negativt tal).

1,60 > 300 > 0,25b
Vi Igser nu dobbeltuligheden ved at dele den op i to uligheder:
1,50 > 300 og 300 > 0,250
Disse to uligheder er nemme at lgse, og vi far
b>200 og b<1200

Dakningsbidraget for bukser kan altsa bevaege sig mellem 200 kr. pr. buks til 1200
kr. pr. buks, uden at vi far et ny optimalt punkt.

GeoGebra-tricket

Folsomhedsanalyse kraever, at vi har haldningerne pa de omkringliggende be-
graensningslinjer. Derfor skal vi have begraensningerne pa formen y = .... Vi kan
bruge GeoGebra til at omskrive begraensningerne:

Antag at vi har en begraensning givet ved 4x + 2y < 10. Vi taster uligheden ind
(men som ligning) i GeoGebra:

O ligningl : 4x+2y = 10

Vi hgjreklikker pa linjen og veelger y = ax + b:
O ligningl : £ -
Linje ligning1

+ Ligningax+by=c

Ligningy=ax+b

Parametrisk form

Vi kan nu afleese forskriften:
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ligningl : 4x+2y = 10

= y=-2x+5
Begraensningslinjen har altsa ligningen y = —2x+5 og begraensningen er dermed
y < —2x + 5.
@velse 9.5.1

En virksomhed producerer to produkter OMEGALUL og KEKW. Produktionen
er underlagt begraensningerne:

4o +y < 32
20 +y <18
r+y <12
0<y<38
x>0

Dakningsbidraget for OMEGALUL er 30 kr. pr. stk. og deekningsbidraget for
KEKW er 20 kr. pr. stk.

a) Hvor mange af hvert produkt skal der produceres for at maksimere daek-
ningsbidraget?

b) Hvad skal deekningsbidraget for OMEGALUL ligge imellem, hvis den op-
timale produktion skal veere uaendret?

¢) Hvor meget kan deekningsbidraget for OMEGALUL stige/falde, hvis den
optimale produktion skal vaere usendret?

d) Hvor meget kan daekningsbidraget for KEKW stige/falde, hvis den opti-
male produktion skal veere usendret?
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Dvelse 9.5.2
En elev vil salge slikposer i kantinen. Hun reklamerer med:

Billige slikposer. Kom og kgb. Du far miniskumbananer og/eller pira-
tos. Mindst 20 stykker slik i hver pose. Mindst 120g i posen!

En miniskumbanan vejer 9 gram og en piratos vejer 4 gram.

Eleven kan indkgbe miniskumbananer til 2 kr. pr. stk. og piratos til 50 gre pr.
stk.

Eleven vil gerne minimere sine omkostninger.

a) Bestem, hvad eleven skal putte i poserne, hvis hun vil minimere udgiften
pr. pose.

b) Hvor meget ma prisen pa skumbananer sendre sig, hvis det optimale ind-
hold i poserne skal forblive det du regnede ud i punkt a)?

¢) Hvor meget ma prisen pa piratos endre sig, hvis det optimale indhold i
poserne skal forblive det du regnede ud i punkt a)?

9.6 Beviser til linezer programmering

Satning 9.3.1

Lad f(z,y) = ax+by-+c, antag at b # 0 og lad t veere et tal. Da er niveaukurven
N(t) en linje med forskriften:

a +t—c
= ——
Y= b

Andres t vil linjen parallelforskydes i lodret regning. Der geelder:

o Hvis b er positiv vil en hgjere t-veerdi forskyde linjen op.

o Hvis b er negativ vil en hgjere t-veerdi forskyde linjen ned.

Bevis

Niveaukurven N (t) er givet ved ligningen
flz,y) =t
Vi indseetter forskriften for f
ar +by+c=t
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Vi traeekker ax og c fra pa begge sider
by=t—ax —c

Vi omskriver hgjresiden
by =—axr+1t—-c

Nu divideres med b pa begge sider (og det gar godt fordi vi har antaget at b # 0)

_ —ax + t—c
4= b
Vi deler brgken op:
_ —ax n t—c
YT b
Vi omskriver forste brok:
a n t—c
= ——Z
A b

Vi ser at niveaukurven har form som en lineaer funktion med heeldningen —%.

b
Heeldningen ikke af ¢, og niveaulinjerne ma derfor veere parallelle.

Vi ser, at niveaulinjerne skaerer y-aksen i thc Her vil teelleren blive stgrre, hvis
t bliver stgrre. Hvis b > 0 ma det betyde, at hele brgken bliver stgrre og linjen
vil dermed blive forskudt op ad. Hvis b < 0 vil brgken blive mindre nar teelleren
er bliver stgrre, og derfor vil linjen blive forskudt nedad, nar ¢ bliver stgrre.

314



Kapitel 10

Differentialregning

Differentialregning handler om funktioners vackst. Altsa hvor meget en funktion
vokser eller aftager forskellige steder pa grafen.

Lad os se pa et eksempel. Nedenunder ses grafen for en funktion, og pa grafen er
der afsat et punkt P.

Funktionen er tydeligvis voksende omkring punktet P, men kan man mon saette
et tal pa hvor stor veeksten er i selve punktet? Svaret er ja, og i dette kapitel skal
vi leere hvordan.

10.1 Grafisk bestemmelse af differentialkvotien-
ter

Differentialregning handler om, hvor meget en funktion vokser eller aftager i et
bestemt punkt pa grafen. Lad os fgrst se pa en lineser funktion med forskriften
f(x) = —2x 4 3 og et punkt pa grafen P:
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Vi vil gerne finde veeksten i P. Det er nemt, da funktionen er lineser og veeksten
derfor er konstant overalt pa grafen. Vi ved at vaeksten pa en lineser funktion
beskrives med haldningen, og derfor kan vi sige at veeksten pa denne funktion er
—2, da den har haldningen —2.

Vi ser nu pa en funktion, som ikke er lineser, nemlig funktionen f(x) = 22.

f Y

P

Da funktionen ikke er lineser, har den ingen fast heeldning og veaeksten afhaenger
af, hvor vi er pa grafen. Vi ser at grafen starter med at falde meget og far sa stgrre
og starre vaekst. Hvis vi zoomer in sker der dog noget spaendende. Lad os zoome
ind pa P:
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Vi ser at Funktionen er naesten lineser nar vi er teet pa p. Zoomer vi endnu mere
ligner grafen for f fuldsteendigt en lineser funktion:

Sa nar vi er teet pa P, sa ligner grafen altsa en lineser funktion og denne linese-
re funktion kaldes tangenten i punktet P. Dens heeldning er udtryk for grafens
ojeblikkelige veekst i punktet P og kaldes differentialkvotienten i P. Jeg skriver
"gjeblikkelige” fordi vacksten jo sendrer sig i det gjeblik vi beveeger os vaek fra P.
I praksis kan vi tegne tangenten ved at tegne en lineser funktion som ligger "op
ad” grafen som vist her:
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Lad os prgve at zoome for at tjekke om vores tangent har den gnskede egen-
skab:

Vi kan se at nar vi kommer teet pa punktet P, sa er det sveert at se forskel pa
grafen og tangenten — det betyder at vi har tegnet tangenten rigtigt. Vi aflaeser
nu haeldningen pa tangenten:

F 41 Y
3_
1
1
2+ 12
P I
1_ S |
1 X
T T T T T T
-2 -1 1 2 3 4
—1
ZZ

Differentialkvotienten athaenger af, hvilket punkt vi betragter. I det konkrete ek-
sempel kiggede vi pa punktet pa grafen med en z-koordinat pa 1:

f Y

Havde vi valgt en anden x-veerdi, havde vi faet en anden veerdi for differentialkvo-
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tienten. Differentialkvotient er derfor en funktion af x og vi betegner den med f’
(leeses f meerke). Vi fandt ud af, at nar = 1 sa var differentialkvotienten 2, sé
det ma betyde at f’(1) = 2. Det kan vi skrive ind i et sildeben:

fi(zx) |2

For at blive klogere pa f’ vil vi nu gerne vil vi gerne tegne grafen, sa vi aflacser
nogle flere haeldninger. Vi tegner nu tangenten i punktet ) med z-koordinat 0,5
og aflaeser haeldningen:

Vi ser at haeldningen er 1, hvilket vi skriver ind i sildebenet:

0,51
fllx)] 12

Pa samme made tegner vi flere tangenter og aflaeser deres haeldninger

v | =2]-1]-05/0/05|1]2

319



Dvelse 10.1.1

nemmere at aflaese pa den.

haeldningen pa tangenten er.

Her er en version af ovenstiaende graf, men lavet pa en made, sa det er lidt

a) Jeg indrgmmer at det sveert at ggre preecist, men du skal efter bedste evne
"tegne” tangenter og afleese deres heaeldninger, sa du kan de manglende
felter i tabellen oven over. Laeg en lineal over sksermen og vurder hvad

Vi vil gerne se om vi kan geette forskriften for f, sd vi skriver punkterne fra
sildebenet ind i et koordinatsystem og forbinder dem:

T T T T
-4 -3 -2 -1

Vi ser at punkterne fra sildebenet ligger pa en linje. Sa f'(z) er altsd en lineser
funktion. Linjen skeerer y-aksen i 0 og har heeldning 2. Altsa har differentialkvo-

tienten forskriften f’'(z) = 2x.
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Dvelse 10.1.2
a) Tegn i Geogebra grafen for f(z) = —a% + 2.

b) Lav et sildeben for f’(x) ved at afleese tangenthaeldninger. Leaeg f.eks. en
lineal hen over skeermen for at vurdere haeldningerne.

c) Bestem en forskrift for f'(z) ved at tegne punkterne fra sildebenet ind i
et koordinatsystem.
@velse 10.1.3

Bestem som i gvelse 10.1.2 forskriften for den afledte funktion (differentialkvo-
tienten) for fglgende funktioner.

(
b) f(x) =3x
) f(z)=—x
d) f(z)=0
@velse 10.1.4

Tegn grafer i Geogebra og aflees fglgende veerdier:
a) f(=1) og f'(—1) for funktionen f(x) = z°.
b) f(3) og f'(3) for funktion f(z) =2z + 1.

@velse 10.1.5

Tegn grafen for f(z) = 32* i GeoGebra.
a) Lav et sildeben med for f’.
b) Plot punkterne ind i et koordinatsystem.

)
c) Tegn grafen for f’.
d) Kom med et bud pa forskriften for f’

Nedenunder ses grafen for en funktion f og dens afledte funktion i samme ko-
ordinatsystem:
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Vi vil gerne finde ud af hvilken en som er f og hvilken en som er f’. Vi kan se
at det er den rgde som er f, fordi hver gang vi afleeser tangenthaeldninger pa
den rgde svarer det til funktionsveerdier for den bla. Her har jeg f.eks. tegnet en
tangent ud fra z = 1 (grgn farve). Vi ser at den har en haldning pa ca. -2 og
det passer jo med at den bla har en y-veerdi pa —2 ud fra z = 1:

Y

T N F—

Vi konkluderer at den rgde kan veere f og bla kan veere f/. Men vi er ngdt til at
udelukke at det kan vaere omvendt. Vi kan se, at den bla fra kun har tangenter
med haldning —2 (alle tangenterne ligger oven i funktion). Den rgde graf har
mange andre funktionsveerdier end —2 sa den kan ikke veere f’. Altsa kan vi
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konkluderer:

Den rgde er f og den bla er f'.

Dvelse 10.1.6
Betragt folgende grafer:

a) Den ene graf er f og den anden er f’. Hvad er hvad?

@velse 10.1.7
Betragt fglgende grafer:

a) Den ene graf er f og den anden er f’. Hvad er hvad?
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Dvelse 10.1.8
Betragt fglgende grafer:

a) Den ene graf er f og den anden er f’. Hvad er hvad?

Nar man har en forskrift for f’, kan man bestemme haldninger uden at tegne
grafen.

Vi vil bestemme heeldningen pa tangenten til funktionen f(z) = 2% i det punkt
pa grafen hvor x = 10. Vi indsaetter i forskriften for f'(z) (som vi tidligere fandt
til at veere f'(x) = 2x)

f(10) =2-10 = 20

Vi konkluderer at haeldningen pa tangenten i punktet med x-koordinat 10 er 20

Vi kan formulere ovenstaende eksempel lidt klarere, nar vi husker at alle punkter
pa grafen for en funktion har formen (z, f(x)). Eksemplet bliver sa til

Vi vil bestemme heeldningen p& tangenten til funktionen f(x) = z? i punktet
(10, f£(10)). Vi indseetter i forskriften for f'(z) (som vi fandt til at veere f'(z) =
2x)

£1(10) =210 = 20

Vi konkluderer at haeldningen pa tangenten er 20 i punktet (10, f(10))
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Dvelse 10.1.9

Funktionen f(z) = 23 har differentialkvotienten f’(x) = 322

a) Beregn f(2) og f'(2).
b) Hvad er haeldningen pa tangenten i punktet (2,8)7

Sa hvad er en differentialkvotient?

Differentialkvotienten til en funktion f, er den funktion f’, som til et-
hvert =, knytter haldning pa tangenten til f i punktet (z, f(x)).

10.2 Differentialkvotienter ved tabelopslag

I sidste afsnit leerte vi at finde differentialkvotienter ved at aflaese haeldninger.
Det gav en god forstéaelse (haber jeg) for hvad en differentialkvotient er, men I
praksis er det ikke sadan man bestemmer differentialkvotienter. Fremover vil vi
sla differentialkvotienterne op i en tabel:

f1(x) [ F(x) = [ f(x)dx
0 a a-x (58)
n-x"" x" " :_ . xm (59)
1 4 1 :
At = (&)
LI 1o In|x] (61)
x x
1 In(x) x-In(x)—x (62)
x
e e e’ (63)
ket o et (64)
X X 1 . ax
In(a)-a a In(a) (65)
—sin(x) cos(x) sin(x) (66)
cos(x) sin(x) —cos(x) (67)

Tabel 10.1: Tabel med differentialkvotienter fra formelsamlingen. Kolonnen til hgj-

re skal vi ikke bruge i denne omgang




Jeg anbefaler at I printer tabellen (eller formelsamlingen) da vi skal bruge den
hele tiden.

Lad f(x) = \/z. Vil vil gerne bestemme f'(z).
Vi finder y/z i den midterste kolonne i tabellen og ser i kolonnen til venstre at

P =

@velse 10.2.1

Bestem ved tabelopslag f'(x) for folgende funktioner
a) f(z) = In(z)
b) flz) =e

Vi vil bestemme den afledte funktion (differentialkvotienten) til funktionen
f(x) = 27. Vi kan se at f har form som 2", som ifglge tabellen har diffe-
rentialkvotient f'(x) =n - 2" 1 Vi far

fl(x) =727 = 72"
Altsd er f'(z) = 7ab.

At bestemme en differentialkvotienten til en funktion f kaldes ogsa at differentiere

f.

Vi vil differentiere f(x) = 3. Vi ser at den har formen f(z) = a (a er en
konstant). Ifglge tabellen far vi f'(z) =0
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@velse 10.2.2

Bestem ved tabelopslag den afledte funktion for fglgende funktioner:
a) f(z) =2’
b) flz) =2
c) flz)=a"
d) fz) =5
e) f(z)=e*
f) flx) =2
g) flx) ==
h) f(z) ==
i) flz)=2°

Nogle gange far vi brug for at differentiere en funktion som ikke har noget navn.

F.eks kan det veaere, at vi far at vide, at vi skal differentiere 2° (leeg maerke til, at
der ikke star 7 f(x) =").

Vi vil differentiere funktionen givet ved udtrykket 23. Vi skriver:
(2°) = 327

Dvelse 10.2.3
a) Bestem (ln(zr:))/

Differentialkvotient for opbyggede funktioner

Vi vil ofte mg@de funktioner som ikke direkte star i tabel 10.1 . I stedet vil de veere
bygget op af funktioner fra tabellen.

Vi vil differentiere funktionen h(z) = x* + 3. Vi ved fra tabel 10.1 at (2?) =
22271 = 22 og (3)' = 0. S& vi teenker at h/(x) = 22+ 0 = 2z. Det er den ogsi,
men vi mangler faktisk et argument for, at det er ok differentiere de to led hver
for sig.
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Vi vil differentiere funktionen 522. Vi ved fra tabel 10.1 at (5)" = 0 og (2?) = 2x,
sa vi teenker at h'(z) = 02z = 0. Men det er. .. FO RKERT

For at differentiere funktionerne ovenstaende eksempler korrekt har vi brug for
nogle formler fra formelsamlingen:

Konstant ganget funktion (k- f(x)) =k- f'(x) (40)
Sum af to funktioner (fx)+2(®) =f'(x)+g'®) (41)
Differens af to funktioner (f()-g®) =1'(x)-g'(x) (42)
Produkt af to funktioner (f(x)- g(x))’ = f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x) (43)
Sesia b (f(e) = f(g() g'x) (44)

Tabel 10.2: Udsnit fra formelsamlingen med formler for opbyggede funktioner. De
to nederste linjer hgrer til pa A-niveau

Jeg anbefaler at I printer tabellen (eller formelsamlingen) da vi skal bruge den
hele tide.

Vi vil differentiere funktionen h(z) = z? + 3. Vi sammenligner med tabel 10.2
og ser at vores funktion har form som i formel (41), hvor:

flz) =a® og g(z)=3
Vi differentierer f og g:
fl(x) =2z og g'(x)=0.
Ifglge tabellen er differentialkvotienten givet ved f'(x) + ¢'(x), sa
h'(z) = f'(z) + ¢'(x) = 22 + 0 = 2x.

Altsa er:
h'(z) = 2u.
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Vi vil differentiere funktionen h(x) = 5x2. Vi sammenligner med tabel 10.2 og
ser at vores funktion har form som i formel (40), hvor

k=5 og f(z)=2"

Vi differentiere f:
f(z) = 2z.
Ifglge tabellen er differentialkvotienten givet ved k- f'(x), sa
h(z)=Fk-f(x) =5 2x=10xz.

Altsa er
h'(z) = 10z.

Dvelse 10.2.4

Bestem differentialkvotienten for fglgende funktioner:

(
b) h(z)=e2 -z
c) f(z) =223
d) f(z)=32*> -2z +1
e) 2-3"+2-¢e%

Produktfunktioner - A-niveau

Vi vil differentiere funktionen h(x) = 2?-In(x). Vi sammenligner med tabel 10.2
og ser at vores funktion har form som i formel (43), hvor:

f(z) =a® og g(z)=In()
Vi differentierer f og g:
1
fll@) =2z og g'(x)=-.
T
Ifglge tabellen er differentialkvotienten givet ved f'(z) - g(x) + f(x) - ¢'(x), sa

1
W(x) =2x-In(x)+ 2> — =2r-In(z) +
T
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Altsa er:
h'(x) =2z - In(x) + z.
Dvelse 10.2.5
Bestem den afledte funktion for fglgende funktioner:
a) h(x) =2x-In(x)
b) f(z) = w-2"

c) z3-e*

Sammensatte funktioner - A-niveau

For at forklare den sidste formel i tabel 10.1, har vi fgrst brug for at introducere
sammensatte funktioner.

Har man to funktioner f og g kan man sa&tte dem sammen til en ny funktion fog
(leeses "f bolle g”) som illustreret i folgende diagram:

fog

Figur 10.1: Funktionen f o g er ssammensat af forst g og sa f
Vi regner forskriften for (f o g)(z) ved at seette forskriften for g ind i f:

Lad f(x) = /7 og g(x) = 2® +x — 1. Vi regner forskriften for den sammensatte
funktion (f o g)(x) ved at sette forskriften for g i stedet for z i forskriften for

f:
(fog)(z)=flg(x)) =Va?+z—1

330



Dvelse 10.2.6

Lad f(x) = In(x) og g(x) = 2z — 1. Regn forskrifterne for:
a) fog
b) gof

Selvom den sammensatte funktion formelt hedder f o g, er der (HHX)-tradition
for at betegne den med f(g(:r:)), sa det vil vi ggre fremover.

Lad f(z) = 22—9 og g(x) = x—3. Vi regner den forskriften for den sammensatte
funktion:

f(g(«%")) = (56—3)2—9::L‘2—|—32—6x—9:x2—6x.
Altsd f(g(z)) = 2* — 6.

Dvelse 10.2.7

Regn forskriften f (g(:L')) for den sammensatte funktion nar:

a) f(z) =wogg(r)=2r—1

b) f(x) = e" og g(x) = 2” + 2z
c) flx) =2*+3o0gg(r)=x+1
d) f(z) =2 +1o0gg(z) =2°

I forskrift h(z) som kan skrives pa formen h(z) = f(g(z)) kaldes g den indre
funktion og f den ydre funktion.

[ funktionen h(z) = v/2* + x er den indre funktion g(x) = z* + x og den ydre
funktion er f(z) = /x.
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Dvelse 10.2.8

Bestem den indre funktion g og den ydre funktion f i folgende sammensatte
funktioner.

a) h(z)=+vz+2
b) h(z) =372
c) (2% — 22+ 1)7

Vi er nu endelig klar til at demonstrere den sidste formel fra tabel 10.2.

Vi vil differentiere funktion h(z) = In(z? + 1). Vi ser at den har form som en
sammensat funktion f(g(z)).

glx)=2*+1 og f(z)=In(x).
Vi differentiere g og f:

J(5) =2 og flz)=—.

Ifglge formel (44) i 7?7 er differentialkvotienten givet ved f'(g(z)) - ¢'(x), sa

/ / / ]‘ 2'7;
Altsa 5
by 2
W(z) = 22 +1
Dvelse 10.2.9

Differentier fglgende funktioner.
a) h(z)=In(2z —1)
b) e’
¢) flx) = (2?4 3z — 1)
0 V3T Tz

Vi slutter afsnittet af med en gvelse, hvor I far brug alle formlerne fra afsnittet.

( ) 343z
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@velse 10.2.10
Differentier folgende funktioner
a) f(z)=a>+¢"
b) f(z)=5-6"
¢) f(z)=In(x)- -z
d) f(z) =Va2+3r+x
e) flz)=e" 2%—1
f) flz) =+
g) flz)=1
h) f(z) =241

10.3 Tangentens ligning

Vi har set hvordan man finder haeldningen pa en tangent til en funktion. Nu skal
vi se hvordan man bestemmer en ligning for en tangent.

Tangenten er en lineger funktion med forskriften f(x) = ax+b, men nar vi arbejder
med tangenter, snakker vi om tangentens ligning i stedet for forskrift og skriver
den som y = ax + b.

Tangent gennem kendt punkt

Lad f(z) = 2. Vi vil gerne bestemme en ligning for tangenten igennem punktet
P(—1,1):

P x




Ligningen for tangenten har formen y = axz + b

Vi starter med at finde f'(x), da den kan bruges til at finde tangentens haeldning

a.
fl(z) = 22%71 = 2u.

Vi er interesseret i haeldningen nar x = —1, sa vi regner f/'(—1):

F(=1) =2 (1) = —2.
Vi har altsa fundet heeldning a til at veere—2.

Vi mangler at finde skeeringen med y-aksen, b. Vi har lige fundet ud af at
a = —2o0gvived at nar r = —1 sd er y = 1 (den gar jo igennem (—1,1)). Disse
informationer indsaetter vi i ligningen y = ax + b:

1=-2.(-1)+b.

Vi isolerer b og far b = —1. Vi indseetter a og b i tangentens ligning y = ax + b
og far vores facit
y=—2x—1

Vi tjekker at det passer med grafen. Jooo den er god nok. Tangenten har en
heaeldning pa —2 og skeaerer y-aksen i —1.

@velse 10.3.1

Bestem ligningen for fglgende tangenter:

a) Tangenten igennem (1,1) nar f(z) = 2?

b 2

Tangenten igennem nar f(x) =z* — x.

) (1,0)
c) Tangenten igennem (4, f(4)) nar f(z) = /.
d) (2, f(2)) nar f(z) = In(x).

Tangenten igennem

Der findes en nemmere og hurtigere metode til at bestemme tangenter. Man kan
bruge folgende saetning som ogsa star i formelsamlingen.
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Satning 10.3.1

Lad f veere en differentiabel funktion, og lad der veere givet en tangent igennem
et punkt P(xg, f(xg)):

Da er tangentens ligningen givet ved:

y = f(xo)(x — xo) + f(wo).

Lad f(x) = 22 Vi vil nu bruge szetning 10.3.1 til at bestemme tangenten
gennem (2, f(2)). Ifolge seetningen er tangenten givet ved:

y = f'(wo)(x — m0) + f(x0).

Det fgrste vi skal bruge er xg, som er forstekoordinaten til det punkt tangenten
gar igennem. I vores tilfaelde er punktet (2, f(2)), sa

33022

Vi finder nu f(x):
flwo) = f(2) =2-2° =16
Vi finder sa f/(z):
fl(x) =2-32°"1 = 622

Vi kan nu finde f'(xy) :
Flao) = f1(2) =622 =24,
Vi saetter vores resultater ind i formlen: y = f'(xg)(z — x0) + f(z0):
y=24(x —2) + 16 = 24x — 48 + 16 = 24x — 32.

Altsa tangentens ligning er y = 24z — 32.
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@velse 10.3.2
Benyt seetning 10.3.1 til at bestemme:
a) Tangenten gennem (3, f(3)) nar f(x) = 322 — 122 + 1.

b) Tangenten gennem (—1,—1) nir f(z) = 1.

) (=
c) Tangenten gennem (4,7) nar f(z) = 2z — 1.
d) Tangenten gennem (9, f(9)) nar f(x) =6 - /.

Tangent igennem ukendt punkt, men med kendt haeldning

Lad f(z) = —z% Vi vil finde den tangent som har heeldningen 1, hvis der
overhovedet findes sddan en?

I forhold til den opgave vi liger har regnet, sa kender vi pludselig ikke kender
fgrstekoordinaten xy. Men vi kan finde xy fordi vi ved at heeldningen er 1. Da
heeldning er givet ved f/, kan vi altsa finde z( ved at lgse ligningen

f,(xo) =1.
Vi finder f”:
f'(z) = —2x,
sa f'(xg) = —2x0, og ligningen vi skal lgse er:
—2&70 =1
Ligningen har lgsningen ¢ = —%.

Nu hvor vi har xy kan vi finde tangentens ligning som vi har gjort i de tidligere

gvelser. )
R

Da heeldningen pa tangenten skal veere 1 er:
fl(@o) =1

Fra saetning 10.3.1 ved vi at ligningen for tangenten er givet ved:

y = f(w0)(x — x0) + f(20).
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Vi indsaetter vores vaerdier og far

() ()

Vi reducerer og far tangentens ligning til:

L1
=+ -.
Y 4
@velse 10.3.3
a) Lad f(x) = 2°+2x. Bestem en ligning for den tangent som har en haeldning
pa —4.

b) Lad f(z) = y/x + 1. Bestem en ligning for den tangent som er parallel
med linjen y = %x + 2 (VINK: hvad skal heeldningen pa tangenten veere
hvis den skal veere parallel med linjen?).

c) Lad f(z) = x3. Bestem ligningen for de to tangenter som er parallelle med
linjen y = 12z — 5.

d) Lad f(z) = 5x. Undersgg ved beregning om der findes nogle tangenter
med heldning —3.

Ekstra
@velse 10.3.4 (Svzer)

Lad f(z) = 2° — 2o + 1. Funktionen har to tangenter som gar igennem punktet
(27 _3)

a) Beregn en ligning for de to tangenter.

VINK: Tag udgangspunkt i seetning 10.3.1.

10.4 Differentialregning med GeoGebra

Det er nemt at finde differentialkvotienter i GeoGebra.

Lad f(z) = x - €". Vi finder f’(z) ved help af GeoGebra ved forst at indtaste
f(x) i et algebravindue:

337



R || A LN DO O] L ||
@ fx =xe N

Vi finder differentialkvotienten ved at skrive £' (x) i algebravinduet:

K| oA~ OO & D
O  f(x) =xe ",

f'(x) = f'(x)
@)

— e+ xe

Vi ser at differentialkvotienten er f'(x) = e* + xe®.

@velse 10.4.1
Lad f(z) = 55

a) Bestem f'(z) vha. GeoGebra.

Det er (naesten) ligesa nemt at finde tangenter i GeoGebra.
Tangentens ligning i Geogebra

X

Vi vil finde en ligning for tangenten til funktionen f(z) = Wy b punktet
(2, £(2)).

Vi indtaster forst f(x) i et algebravindue i Geogebra:

| A~ D> OO & .

® ™= N

Vi kan nu bruge kommandoen Tangent til at finde tangenten. Her skal vi bruge
z-veerdien til punktet (som jo er 2) og og navnet pa funktionen, som jo var f.
Vi taster Tangent (2,f):
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| A~ D> OO & .

O ™= N

g : Tangent(2, f)
o

— y =-0.64x + 4.16

Tangenten har altsa ligningen y = —0,64z + 4,16.

Dvelse 10.4.2
Lad f(z) = V22 + 1.
a) Bestem f'(z).
b) Bestem tangenten til f gennem punktet (1, f(1)).

Vi vil bestemme en ligning for den tangent for f(z) = 2? som er parallel med
y =2z +4.

Vi abner et CAS-vindue i GeoGebra og skriver funktionen ind. Nar det er CAS,
sa skal man huske kolon nar man skriver funktionen ind:

== v %5 )y x= x=

1 f(x) =% X=

- f(x) = x*

Hvis tangenten skal veere parallel med y = 2x +4, skal den have en heeldning pa
2. Altsa skal f'(x) = 2. Vi skal lgse denne ligning, sa vi skriver Lgs (f' (x)=2):

== v B () x= x=

1 ()= %

® - f(x) := x?
2 Les(f'(x) = 2)
- {x=1}

Vi ser at lgsningen er x = 1, sa det ma betyde at tangenten har en haeldning pa
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2 nar x = 1. Nar vi nu har x-koordinaten kan vi finde tangentens ligning praecis
som fgr:

=| = v % () x=

1 f(x) =" X=
® - f(x) := x*
2 Los(f'(x) = 2)

- {x=1}

3 Tangent(1,f)
— y=2x—-1
Tangentens ligning bliver altsa:
y =2z — 1.
@velse 10.4.3

Lad f(z) = 2% + x.

a) Bestem en ligning for den tangent til f, som har en heeldning pa —3.

Det punkt hvor tangenten rgrer grafen kaldes rgringspunktet:

Yy

Punktet P er rgringspunktet for tangenten

Vi vil finde rgringspunktet for tangenten i eksempel 10.4.3.
I eksemplet fandt vi ud af at z-koordinaten til rgringspunktet var 1. Vi finder
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selvfglgelig y-koordinaten ved at sige f(1). Vi husker fra eksemplet at f(z) =

fy=12=1

Altsa er rgringspunktet (1;1).

Dvelse 10.4.4
Lad f(z) = Ve
a) Bestem en ligning for den tangent som er parallel med linjen y = 2z — 10.

b) Bestem rgringspunktet til den tangent som er parallel med linjen y =
2z — 10.

Dvelse 10.4.5

Lad f(z) = 2° — 2% Funktionen f(x) har to tangenter der er parallelle med
y =3r — 2.

a) Bestem en ligning for disse to tangenter.

10.5 Definition af differentialkvotienten

Vi har leert at differentialkvotienten f” er den funktion, som til ethvert x knytter
haeldningen pa tangenten i (z, f(z)). Vi har leert at man finder forskriften f” ud
fra tabeller, men vi mangler at forsta hvor disse tabeller kommer fra. Det viser
sig desveerre at vores beskrivelse af f’ er for upreecis til, at vi kan bruge den til
at bevise formlerne i tabellerne, sa derfor vil nu lave en konstruktion, som vil
munde ud i en formel definition af f, der sa kan bruges til af bevise de forskellige
formler.

Vi starter med en funktion f og en x-veerdi vi kalder x.
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T
Zo

Til xy heorer der et punkt pa grafen. Det kalder vi for P, og det ma have koordi-
naterne P(xg, f(xq))

Ud fra xy gar vi nu et stykke ud af z-aksen. Det stykke vi gar ud kalder vi Ax
(leeses “delta x”), og vi lander pa den made i xy + Ax.
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Ax x

Zo To + Ax

Ud fra o + Az har vi endnu et punkt pa grafen. Det kalder vi (), og det méa have
koordinaterne Q(xo + Az, f(xo + Ax)):

f(zo + Az)

f(zo) =

Ax

Zo Zo + AZL’

Vi tegner nu en linje gennem P og (). En linje gennem to punkter pa en graf kaldes
en sekant:
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f(zo + Az) ~

f(xo) =

Vi husker nu formlen for haldningen for en lineser funktion gennem to punk-
ter:

Y1 — Yo
a= :
1 — Xy
Vi kan bruge denne formel til at bestemme heeldningen pa sekanten, da vi kender
to punkter pa sekanten. Vi har:

I formlen | P4 tegningen

Zo Zo
Yo f(xo)
x1 xo + Ax

Y1 f(xo+ Ax)

Vi bestemmer nu sekanten haeldning, agexant, ved at indsaette i formlen:

Y1 — Yo
Asekant —
T1 — Xy
_ fwo+ Ax) — f(x0)
To+ Az — x9
_ fwo+ Ax) — f(xo)
Ax

Sekantens haeldning kaldes ogsa differenskvotienten. Laeg maerke til at ordet min-
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der om "differentialkvotient”. Vi har altsa faet differenskvotienten til at give:

fxg+ Ax) — f(xo)'

Agekant — Ax

Det naeste der sker repraesenterer en helt ny made at taeenke matematik. Vi vil nu
se pa, hvad der sker, nar Az bliver mindre. Lad os prgve at ggre Ax mindre. Det
vil medfgre, at () kommer taettere pa P, og sekanten sendrer haeldning:

f(zo + Az)

f(xo) =

X W) + AZL’

Vi indtegner nu tangenten til P.
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f($0+A$) e

gangent

fxo) ===

Ax

Zo To + Ax

Vi kan se heeldningen pa den ny sekant (som svarede til et mindre Ax) er teettere
pa tangentens heeldning i forhold til haeldningen pa den gamle sekant. Det er
klart, at hvis vi ggr Ax endnu mindre, kommer vi endnu teettere pa tangentens
haeldning. Her har jeg lavet en tegning med et meget lille Az (kun markeret med
gron streg):

tangent

7 P

|
|
|
|
|
|
;
Zo

Vi kan se at sekanten nu naermest ligger oven i tangenten, og derfor har de naesten
samme haldning. Vi kan selvfglgelig ggre Az endnu mindre, og pa den made er

346



klart at vi kan fa fat i tangentens haeldning, ved at holde ¢je med sekantens haeld-
ning nar vi ggr Az mindre. Vi husker at sekantens heeldning var givet ved:

fzo+ Az) — f(wo)

Agekant — Az

Tangentens heeldning, atangent, Vil altsd veere dét, som dette udtryk neermer sig,
nar Ax bliver mindre. Det skriver vi pa fglgende made:

_ o J(@o+ Az) — f(xo)
atangent - Alglvrilo AZE

Skrivemaden lima, .o leeses "graenseveerdien, for Ax gaende mod nul, af...” og
betyder veerdien som £ <x°+mm)_f @0) neermer sig, nar Az neermer sig nul. Vi kan
saledes definere f'(x) ved:

Azr) —

Sa hvad er der sket her? Vi ville gerne definere differentialkvotienten som tangen-
tens haeldning. Men vores definition af begrebet "tangent” som en linje der "ligger
op ad grafen” var for vag til den kunne bruges som grundlag for beregninger. Det
er nu lykkes os at finde et udtryk for f’, som man rent faktisk kan regne pa (selvom
det maske ikke liiiige er oplagt hvordan — mere om det i neeste afsnit).

Ikke-differentiable funktioner

Vi har defineret differentialkvotienten f’ i x-veerdien x ved:

Men vi har desvaerre veeret lidt uforsigtige. Det er nemlig ikke altid det gar godt nar
vi lader Ax ga mod nul. Der er to typer af funktioner som er problematiske.

Funktioner med ”hop” (diskontinuerte funktioner)

Her et eksempel med en stykkevis defineret funktion:

347



f(fco) )

En funktion som hopper pa den made siges at veere ikke-kontinuert (eller diskon-
tinuert). Nah, vi veelger et vilkarligt Ax og tegner en sekant:

Y

flzo+Ax) 1---------mmmmmmo

f(l"o) . i

Det er en flot sekant. Lad os prove at ggre Az lille (og derfor kun markeret med
en grgns streg):
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Denne sekant er ogsa flot, men den er godt nok stejl og hvis vi ggr Az endnu
mindre, bliver den endnu stejlere. Faktisk,er der ikke nogen greense for hvor stejl
den kan blive. Dvs. tangentens haldning naermer sig ikke noget bestemt tal, og
derfor er graensevaerdien ikke defineret. Vi siger at funktion ikke-differentiabel.

Funktioner med knaek

Betragt fglgende stykkevis definerede funktion:

Som saedvanligt veelger vi et vilkarligt Ax og tegner en sekant:
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Det ser lidt sjovt ud, da tangenten ligger oven i grafen, men det er ikke noget
problem. Vi ser ogsa at nar vi ggr Az mindre, sker der ikke noget med tangentens
haeldning. MEN hvad nu hvis Az bliver negativ? Indtil videre har vi kun set pa
positive vaerdier at Az, men Ax ma faktisk gerne veere negativ. Lad os prgve at
lave en tegning med et negativt Az. Det ma betyde at vi gar bagleens i forhold til
Xg-

Igen har vi, at tangens haeldning forbliver det samme, nar vi ggr Az teettere pa
0. Men denne haeldning er anderledes end da Az var positiv. Sa vi har altsa to
forskellige graenseveerdier alt efter om vi starter med et positivt eller negativt
Ax. Wait, That’s Illegal. Greenseveerdien skal veere den samme, uanset om man
starter med et positivt eller et negativt Axz. Sa denne funktion er heller ikke
differentiabel.
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Definitionen

Vi har set at vi ikke bare kan definere differentialkvotienten som graenseveerdien
af tangentens heeldning. For det er ikke altid den findes. S& hvis vi skal give en
formel definition af differentialkvotienten er vi ngdt til at tage hgjde for det: Lad
f veere en funktion og xy € Dm(f). Hvis greenseveerdien

L fla + Ar) — ()
Ax—0 Ax

eksisterer, sa siges funktionen at veere differentialbel i z(, og differentialkvotienten
f'(xg) er givet ved
f(zo + Ax) — f(20)
Az—0 Ax '
Funktionen siges at veere differentialbel, safremt den er differentiabel for alle zy €

Dm(f).

Leeg meerke til at de to ikke-differentiable funktioner vi har set faktisk er differen-
tiable i alle punkter undtagen et enkelt. Hvis man skal have det fornemme stempel
"differentiabel” skal man altsa veere differentiabel i alle punkter.

Ekstra

Jeg har introduceret differentialkvotienten som tangentens heeldning og ud fra det
konstrueret en formel definition. I virkeligeheden er det omvendt. Sekantens haeld-
ning udtrykker en gennemsnitsvaekst over et interval. Har man f.eks. en bil der
kgrer langs en vej og en funktion som beskriver den tilbagelagte afstand som funk-
tion af tiden, sa vil sekantens haeldning veere det samme som gennemsnitsfarten
(hvor meget den tilbagelagte afstand er vokset pr. tid). Ggr man Ax mindre, sa
tager man gennemsnitsfarten over et kortere interval og nar man lader Az ga mod
nul, s& far man momentalfarten (den gjeblikkelige fart) til tidspunktet zy. Det er
det som er ideen med en differentialkvotient. Derfor bgr udtrykket
f(zo+ Az) — f(20)

/ _ : _
Flao) = fmy = Ae

opfattes som den grundlaeggende idé, og tangentens haeldning som noget sekun-
deert.
10.6 Differentialkvotienter ved beregning

I praksis finder vi differentialkvotienter ved tabelopslag. Det er hurtigt og nemt.
Men hvor kommer formlerne i tabellen fra? Dem kan man bevise ud fra den for-
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melle definitionen af differentialkvotienten, vi sa i sidste afsnit. Desveerre er det
lidt bgvlet, sa vi vil derfor starte med at lidt opvarmning.

Opvarmning
Kvadratsaetninger

Vi far brug for kvadratsaetningerne:

Satning 10.6.1 (Kvadratsaetninger)

For to stgrrelser a og b geelder:
1. (a+b)*=a®+b* + 2ab
2. (a—0b)?*=a*+b—2ab
3. (a+b)(a—10b) =a*>—b?

Ved at bruge 3. kvadratseetning kan vi nemt regne (x + 2)(z — 2):
(z+2)(x —2) =2 2> =22 — 4.

Dvelse 10.6.1

Brug kvadratsaetningerne til at regne:

Funktionsvaerdier

Vi ved godt hvordan man regner en funktionsveerdi. Hvis f.eks. f(x) = 2z + 5 sa
kan vi regne funktionsveerdien f(3) ved at regne f(3) =2-3+5 = 11, right? Vi
far i det fglgende brug for at regne nogle lidt mere komplicerede funktionsveerdier,
sa det ma vi hellere gve os pa ogsa.
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Vi vil regne funktionsveerdien f(x+2) for funktionen med forskriften f(z) = z*:

flz+2) = (z+2)? (indsat « + 2 i forskriften )
=2 +224+2.2-2 (1. kvadratseetning)
=2+ 4 +4
@velse 10.6.2

a) Lad f(x) =5x + 1. Bestem f(2).

b) Lad f(z) =2z — 3. Bestem f(s +t).

c) Lad f(x) = —z + 1. Bestem f(a + 2).

d) Lad f(x) = 22% Bestem f(x — 1).

e) Lad f(x) = 2% Bestem f(Axz).

f) Lad f(x) = 22° + x. Bestem f(z + Ax).

g) Lad f(z) = 5. Bestem f(2Ax)

Forkortning af brgker

Vi husker fra folkeskolen at man forkorter en brgk ved at dividere med det samme
tal i teeller og naevner. F.eks. kan vi forkorte brgken % med 2 og fa % Skal man
forkorte en brgk med bogstaver skal man huske at man skal dividere i hvert led
(led er adskilt af plus og minus).

Vi kan forkorte brgken % med a:

ar +ay T+Yy
2a 2

Vi kan forkorte brgken mHAAﬂ‘;(Aw)Q med Az. Det er nemt at se, hvis vi omskri-
ver den lidt forst:

tAr + Az — (Az)?  z-Az+1-Az—Az-Ax

Az - Ax
_x-MJrl-M—M-A:L‘
- XT
=z+1—-Ax

353



Dvelse 10.6.3
Forkort brgkerne.

Tz Az+Azx
€ o2 Az
Az
b Ry
(Az)?
g) Ax
Graeensevaerdier

Graenseveerdier er alle elevers skraek. Hvad betyder dette mystiske "lima,_.o'? Men
som vi skal se i de fglgende eksempler, er det nemt at bestemme greensevaerdier i
praksis.

Vi vil bestemme lima, .o(5 + Ax).
Det betyder "Det som 5 + Ax kommer taet pa, nar Axr kommer taet pa 0”.

Vi prgver med nogle forskellige "sma'"veerdier for Ax:

Ax 5+ Az

0,1 5+0,1=5,1

0,01 540,01 = 5,01
0,000001 | 5 + 0,0000001 = 5,0000001

Det er tydeligt at 5 + Az neermer sig 5 nar Az nermer sig 0. Altsa er

lim (5+ Az) =5
Az—0

I praksis vil man ikke lave en tabel som i eksemplet. Det er klart at 5 + Ax vil
nzerme sig 5 nar Az kommer taet pa nul. Det kan vi se direkte pa udtrykket.
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@velse 10.6.4
Bestem graenseveaerdierne:
a) lima,o(1 + Ax)
b) lima,0(2- Az — 1)
¢) limaz o %
d) limaz 0 ﬁ
)

e) lima, o2z + = - Az)

z+Ax
z+Ax”

Vi vil bestemme lima,_o

Det er hurtigt klaret, fordi vi kan se der star det samme i taeller og nsevner og
derfor er brgken konstant lig med 1 uanset hvad Az er. Men vi lader da en tabel
for en ordens skyld:

Az e

0,1 Hp =1

001 | b -1
0,000001 | £E5-G0GGT = 1

Vi kan se at % altid giver 1, uanset hvad Ax er. Sa greenseveerdien ma ogsa

veere 1. Altsa

. x+ Ax
lim =

=1
Az—0 ¢ + Az

Vi vil bestemme lima,_,0(22 + 7).

Vi ser at 2z + 7 slet ikke indeholder Az, og derfor seendrer udtrykket sig ikke,
nar Az gar mod 0. S&

lim (20 4+7) =2z + 7.
Azx—0

Ud fra de eksempler vi har set, kunne det godt se ud til, at man bare kan saette
0 ind i stedet for Ax, nar man regner greenseveerdierne. Men det er ikke det som
greensevaerdi betyder og man kan risikere komme frygtelig galt afsted, hvis man
prover.
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Vi vil regne greensevaerdien lima, g (“"”'A—A; + 2Am).

Vi ser at vi ikke kan saette 0 ind, da der sa vil sta 0 i naevneren i brgken og man
kan ikke dele med 0. Men vi kan forkorte brgken med Az, sa det ggr vi:

lim

Az—0 Az—0

(x-M

AT —|—2Ax> = lim (z+2Az) =2

Altsa konkluderer vi at:

ADvelse 10.6.5

a) lima, .o(a).

Beregning af differentialkvotienter

Nu er vi klar til at se hvordan man kan regne differentialkvotienter uden at bruge
tabel eller computer.

Vi husker definitionen af differentialkvotienten:
Lad f veere en funktion og xyp € Dm(f). Hvis greenseveerdien

oo 0+ A7) = f(z0)
Azx—0 Ax

eksisterer, sa siges funktionen at veere differentialbel i x, og differentialkvotienten
f'(xg) er givet ved
: + Az) — f(xo)
flw) = Jim, Az
Funktionen siges at vaere differentialbel, safremt den er differentiabel for alle x( €

Dm(f).
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For at finde differentialkvotienten for en funktion f skal vi altsa regne :

f’(x) — lim f(ZL‘ + Ax) _ f(:L‘)

Az—0 Az

Hvis det viser graenseveerdien ikke findes, ja sa er funktionen ikke differentialbel.
Hvis greenseveerdien findes, sa er funktionen differentiabel og vi har fundet dens
differentialkvotient. Bemeerk at jeg nu skriver x i stedet for zy. For mere info om
det, se ekstraafsnit til sidst, men det har ikke rigtig nogen praktisk betydning for
0S.

Vi regner differentialkvotienter i to skridt. Fgrst regner vi pa differenskvotienten
(sekantens heeldning):
flz+ Ax) — f(z)

Az ’
hvorefter vi finder f’ ved at tage vi greenseveerdien af den beregnede differenskvo-
tient.

Vi regner forst differenskvotienten:

f(x+ Ax) — f(x) _ (x + Az)? — 22 (Da f(x) = 2?)

Az Az
20 90 A Ar)2 — o2
_rAerary (Ae)” —w (1. Kvadratseetning)
Az
2rA Ax)?
- x;rx( ?) (2% get ud)
=2x+ Az (forkortet med Ax)

Nu mangler vi sa bare at bestemme graensevaerdien for differenskvotienten:

lim (22 + Ax).
Az—0

Vi forstiller os at Az bliver uendelig smat, hvad er der sa tilbage? Det ma veere
2x. Altsa er

f'(z) = 2x.
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Dvelse 10.6.6

Beregn som i eksempel 10.6.9 differentialkvotienten for fglgende funktioner

2) f(z) = —2?

b) f(z)=22+1

c) f(z) = 22>

d) f(x)=2x+1

e) f(z) =0

f) f(z) =32> -2
@velse 10.6.7

Beregn som i eksempel 10.6.9 differentialkvotienten for fglgende funktioner
a) f(x) =k, hvor k er en konstant.

b) f(x) = ax + b, hvor a og b er to konstanter (som vi kender i en lineser
funktion selvfalgelig)

Ekstra

Da det kom til at regne de konkrete differentialkvotienter, begyndte vi pludselig
at skrive x i stedet for x(y. Skriver man x( betyder det et eller andet fast tal, mens
x er en variable og kan veere alle tal Da vi nu er interesseret i f'(x) for et hvilket
som helst z (i Dm(f)), dropper vi betegnelsen z( og skriver bare x.

10.7 Kontinuitet (A)

Vi kender ordet "kontinuitet'fra almindelig tale. Her betyder det, at der er sam-
menhaeng i en udvikling, proces eller lignende. I matematik taler vi om kontinuerte
funktioner og her har det (selvfglgelig) en matematisk betydning. Definitionen er
lidt kompliceret, og derfor vil vi starte med at give en grafisk forklaring af begrebet
(som vi ogsa gjorde med differentialkvotienten):

Grafisk forklaring

Vi starter med at begraense os til funktioner som ikke har huller i deres definitions-
maengde. Her er en kontinuert funktion en funktion som har en sammenhangende
graf. Lad os se pa et eksempel.
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Betragt funktionen f:

Funktionen er et almindeligt andengradspolynomium bortset fra at den laver et
"hop” i x = 2, sadan at funktionsveerdien i x = 2 pludselig er 4 i stedet for 3,
som den ville vaere, hvis der ikke var noget hop. Vi ser at grafen ikke haenger
sammen, og [ er derfor ikke kontinuert. Vi siger ogsa at den er diskontinuert.

Vi tegner en ny funktion g som er mangen til f, borset fra den ikke laver noget
hop:

Vi ser at grafen haenger sammen og funktionen g er derfor kontinuert.

Vi er ikke vant til at funktioner "hopper” som i ovenstaende eksempel, men der er
ikke noget ulovligt i det. Funktioner kan hoppe. De er sa bare ikke kontinuerte.
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Definition af kontinuitet

Den grafiske forstaelse rackker desvaerre ikke helt. Vi har brug for en rigtig defini-
tion:

Definition 10.7.1

Lad f veere en funktion og lad xy € Dm(f). Funktionen f er kontinuert i xy,
hvis den opfylder:

Aim f(zo + Az) = f(z0)

Er f kontinuert i alle tal i Dm( f) siges f at veere kontinuert.

Definitionen forklares bedst gennem eksempler. Lad os vende tilbage funktionerne
f fra eksempel 10.7.1:

Sa vi havde funktionen f:

X
T T T T T
1 2 3 4 )

Vi vil nu bruge definitionen til at undersgge, om funktionen er kontinuert i
xo = 2. Sa vi skal altsa finde ud af om:

lim f(xg+ Azx) = f(xy)
Az—0
Da xy = 2 bliver ligningen vi skal undersgge til:

lim f(2+ Ax) = £(2)

Lad os regne graensevaerdien lima, o f(2 + Ax). Vi veelger et Az og tegner det
ind pa grafen:
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Vi aflaeser pa grafen at f(2+ Az) = 3,5 med den Ax-veerdi vi har valgt. Nu skal
vi lade Az g& mod nul. Vi kan se pa grafen at nar Az bliver mindre sa kommer
funktionsveerdien teetter pa 3. Altsa er

Alggof@ + Ax) =3

Men f(2) er ikke 3. Den er 4. Vi kan konkludere at f ikke er kontinuert i xy = 2
og derfor er funktionen samlet set ikke kontinuert.

Skal vi afggre om en funktion er kontinuert skal vi altsa tjekke om:

lim f(xo+ Azx) = f(z0).

Az—0

Dvs. vi skal undersgge om en graenseveerdi er lig med en funktionsveerdi. Men
nogle gange kan man slet ikke finde greenseveerdien, fordi den ikke eksistere. Er
det tilfeeldet, sa kan funktionen selviglgelig ikke opfylde kravet for kontinuitet, og
derfor er funktionen ikke kontinuert i det pageeldende z.

Betragt den stykkevis linesere funktion:
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X
T T T T T

1 2 3 4 )

Vi vil nu undersgge om funktionen er kontinuert i xy = 3. Sa vi skal altsa
undersgge om:

Aim f(zo + Az) = f(z0).

Da zy = 3 bliver ligningen vi skal undersgge til:
Aim f(3+ Az) = f(3).

Lad os regne graensevaerdien lima, o f(3 + Ax). Vi veelger et Az og tegner det
ind pa grafen:

Ax

T T

1 2 i 5

W === ———

Vi kan se pa grafen at nar Az gar imod nul, gar funktionsveerdien imod 4. Sa
vi teenker at greenseveerdien nok er 4. MEN lad os prgve med et negativt Ax
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Vi kan se at nar Ax kommer teettere pa 0, sd kommer funktionsveerdien teetter
pa 2. Sa graenseveerdien afhaenger altsa af om Az er positivt (der var den 4)
eller negativ (den var den 2. Det duer ikke. Graenseveerdien skal vaere ens uanset
fortegn pa Ax. Sa greenseveerdien lima, o f(2 + Az) findes slet ikke, og derfor
opfylder f ikke kravet for at veere kontinuert.

Vi husker fra afsnit 10.5 at diskontinuitet kan medfgre, at en funktion ikke er
differentiabel. Det viser sig faktisk, at hvis en funktion er differentiabel, sa er den
ogsa ngdt til at veere kontinuert. Der gaelder altsa folgende saetning.

Saetning 10.7.1

Alle differentiable funktioner er kontinuerte.
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@velse 10.7.1
Betragt funktionen f:

a

b

) Er f kontinuert i zy = 17

) Er f differentiabel i zy = 17

c) Er f kontinuert?

d) Er f differentiabel?

e) Bestem de x-veerdier hvor f ikke er kontinuert.

f) Bestem de z-veerdier hvor f ikke er differentiabel.
)

g) Bestem de x-veerdier hvor f er kontinuert, men ikke differentiabel.
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Dvelse 10.7.2
Betragt funktionerne:
a) f(z)=2x—2

20 —1 forx <3
—x+5, forx >3

b) f(x)—{

2 —1 foraxz <4
—x+5, forxz>4

c) f(ﬂ?)={

x? forx <3
—x+12, forax >3

For hver funktion, afggr om den er:
1. Kontinuert i zo = 3.
2. Differentiabel i xy = 3.
3. Kontinuert.
4. Differentiabel.
Du kan f.eks. tegne i GeoGebra.

@velse 10.7.3
Antag at f er en differentiabel funktion.

a) Er f sa ogséa kontinuert?

Ekstra: Grafer med huller i definitionsmaengden

Grafer som har huller i definitionsmaengden, kan godt veere kontinuerte uden at
veere sammenhaengende.

Lad os se pa funktionen f(z) = 1. Grafen ser siledes ud:
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Grafen heenger ikke sammen, men den springer i x = 0, hvor funktionen slet
ikke er defineret. Sa hvis man veelger xg € Dm(f), hvilket udelukker zy = 0, sa
vil f optylde kravet:

Aim f(zo + Az) = f(x),

og fordi f dermed er kontinuert i alle zp € Dm(f), er f kontinuert.

Vi vil undersgge funktionen g:

(2) % for x # 0
:L':
J 0 forz=0.

Denne funktion er magen til funktionen f fra sidste eksempel, bortset fra vi har
givet den en veerdi i x = 0, nemlig 0. S& f(0) = 0. Vi tegner grafen.
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Vi kan se at det er samme graf som fgr, bortset fra den indeholder et ekstra
punk, nemlig (0, 0). Som i sidste eksempel er grafen ikke sammenhangende. Den
springer i x = 0, men denne gang ligger 0 i definitionsmaengden for f, og fordi
funktionen ikke er kontinuert i xy = 0, er funktionen ikke kontinuert.

@velse 10.7.4
Betragt funktionerne:
a) f(x) =5
b) flz) =1

O f(x) = {1 for x # —1

0 forx=-—1.

For hver funktion, afggr om den er:
1. Kontinuert i xyp = —1.
2. Differentiabel i xo = —1.

3. Kontinuert.

4. Differentiabel.
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10.8 Beviser - differentialregning

Tangentens ligning

Vi vil starte med at bevise den seetning der kan bruges til at bestemme tangentens
ligning. Fremgangsmaden er magen til den vi brugte til at finde tangentens ligning,
inden seetningen blev introduceret.

Satning 10.3.1

Lad f veere en differentiabel funktion, og lad der veere givet en tangent igennem
et punkt P(zg, f(z0)):

Da er tangentens ligningen givet ved:

y = f'(wo)(x — m0) + f(z0).

Bevis

Lad f veere en differentiabel funktion. Da er tangenten gennem punktet (g, f(xo))
givet ved ligningen:

y = f'(wo)(x — m0) + f(x0).

Tangenten er en lineser funktion, sa den har ligningen:
y = ax + b.

Vi skal bestemme a og b og vi starter med a Vi husker at man kan bruge dif-
ferentialkvotienten til at finde haeldningen. S& tangentens haeldning a i punktet
(x0, f(xg)) er givet ved f'(xg). S& a = f'(xy) og det kan vi seette ind i vores
ligning:

y = f'(xo)z + D.
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Vi vil nu bestemme b. Vi ved at tangenten gar igennem (xg, f(x¢)) sa det punkt
skal passe ind i tangentens ligning, nar vi udskifter x med zy og y med f(xy):

f(il’)o) = f’(il?o)lll’o + b.

Vi isolerer b:
b= f(zo) — f'(z0)mo

Vi saetter nu b ind i vores ligning og far

y = f(xo)x + f(x0) — f'(z0)xo.

Vi bytter rundt pa reekkefglgen:

y = f'(xo)x — f'(xo)xo + f(20),

og saetter f'(xy) ud foran en parentes

y = f'(zo)(x — 20) + f(20),

og vi er feerdige!

Beviser for udvalgte differentialkvotienter

Vi vil nu bevise nogle for udvalgte differentialkvotienter. Altsa de regler vi finder
i tabellen i formelsamlingen, nar vi skal differentiere en funktion. Vi vil bruge
metoden fra afsnit 10.6,. Dvs. man starter med at opskrive differenskvotienten
(sekantens haeldning), regner pa den, og tager sa graenseveerdien til sidst. Denne
fremgangsmade gar ogsa under navnet tretrinsreglen.

Vi starter med den mest simple regel fra formelsamlingen. Jeg formulere reglen
som en saetning:

Saetning 10.8.1

Lad k veere en vilkarlig konstant. Funktionen f(z) = k differentialbel med
f(x) =0
Bevis
Vi starter med at opskrive differenskvotienten:
f(z + Az) — f(x)
Ax

Forskriften for f er f(x) = k, sa det kan vi indseette i differenskvotienten.
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Funktionen er konstant lig med k, sa alle funktionsveerdierne er k:

Vi reducerer

Vi ser at differenskvotienten er nul. Dejligt simpelt. Vi tager nu greenseveaerdien
for Azr gaende mod nul. Vi husker det betyder, at vi skal se hvad der er til-
bage, nar Ax bliver forsvindende lille. Men der er slet ikke noget Ax i vores
differenskvotient, sa der sker ikke noget nar Ax gar mod nul.

A0 =0

Vi konkluderer at f er differentiabel (differenskvotienten havde en graenseveerdi)
og at differentialkvotienten er

fi(z) =0

I beviset oven over var vi heldige at det var nemt at regne differenskvotienten.
Normalt er det det den sveere del og derfor ogsa den del som fylder i beviserne.
Man kan altid opskrive differenskvotienten, men det kan vaere en stor udfordring
at regne pa den, sa det bliver muligt at tage graensevaerdien.

Satning 10.8.2
Funktionen f(z) = /z differentialbel med f'(z) =

[\&)
-

Bevis

Vi starter med at opskrive differenskvotienten:

f(z 4+ Az) — f(z)
Az

Forskriften for f er f(z) = \/z, sa det kan vi indsette i differenskvotienten:

Vr+ Ar —/x
Ax

Vi ser at det ikke umiddelbart er til at tage graenseveerdien af denne brgk. Bade
teeller og neevner vil ga mod nul, nar Az gar mod nul, og det er derfor ikke
til at vide hvad graensevaerdien er. Det problem lgser vi ved at regne videre pa
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breken. Forst forleenger vi den med vz + Az + /:
(Ve +Ar+ Vr)(Va + Ax — V)
(Vz + Az + /z)Az

Vi husker nu den 3. kvadratseetning (a + b)(a — b) = a® — b%. Vi ser at teelleren
har samme form som i kvadratseetningen med a = vz + Az og b = \/z. Sa vi
bruger kvadratsasetningen til at omskrive den:

Vi+ Az — VT
(Va + Az + /z)Az

[ teelleren gar kvadratrod og kvadrat (dvs. ”i anden”) ud med hinanden:

T+ Ar —x

(Vx4 Az + /z)Ax

I teelleren gar x ud med —ux:

Az
(Va4 Az + /x)Ax

Vi kan nu forkorte med Az:
1
Va+ Axr+/x

Vi tager nu greenseveerdien for Ax gaende mod nul. Vi husker det betyder, at
vi skal se hvad der er tilbage nar Ax bliver forsvindende lille.

1 1 1
1' —_= —=
s T L AT+ VT VI VT 27

Vi konkluderer at f er differentiabel (differenskvotienten havde en graenseveerdi)
og at differentialkvotienten er

1
NG

Vi slutter med at bevise reglen for f(x) = 2. Den kraever et at man har veeret
igennem A-niveau delene i dette emne. I dette bevis vil vi ikke tage udgangspunkt
i differenskvotienten. I stedet vil vi bruge regneregler fra formelsamlingen.

f'(x)
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Satning 10.8.3

Funktionen f(x) = 2" har differentialkvotienten f'(z) =n - 2" 1.

Bevis

Tricket i dette bevis er at omskrive f til en form vi kan differentiere ved hjalp
af formelsamlingen. Vi starter med at omdgbe f til h, sa der ikke kommer
forvirring, nar vi skal bruge regler fra formelsamlingen. Sa vi har altsa h(z) = 2",
og vi skal vise at h/(z) = na""?

Da In(z) er den omvendte funktion til e”, geelder x = e™®). S4 vi kan skrive h
som:

h(z) = (eln(x))n
Vi bruger nu reglen (a?)? = a?%:
h(z) = en@
Vi ser at h har form som en sammensat funktion f (g(x)) med
g(z) =In(z)-n og f(z)=e".

Da bade f og g er differentiable er den sammensatte funktion ogsa differentiabel.
Vi differentiere nu g og f:

=" n og flr)=c"

Vi kan nu bruge reglen for sammensatte funktioner og differentiere h:

h'(x) = ' (g(x)) - ¢'(x) Reglen for sammensatte funktioner

1
— @ 2y Forskrifter indsat i reglen
x
1
= (eln(x)>n c—n Brugt at (a”)? = o’
x
1
=2"-—-n Da @) =y
x
x’l’L
=—-n Ganger x"op i teelleren
x
_n—1 CLp — 4P—q
=z n Bruger reglen ;=@
a
=n-z" ! bytter rundt pa reekkefglgen i produktet

Vi husker nu at funktionen oprindeligt hed f, sa vi konkluderer at:

flla)=n-

372



Regler for graensevaerdier

For at lave resten af beviserne i dette afsnit har vi brug for nogle regler for green-
sevaerdier. Graenseveerdierne i reglerne er pa formen lim, _,,(...), men det er bare
en mere generel form en den I kender, og I kan bare teenke pa dem som om der
star lima, o(. - .).

Saetning 10.8.4 (Regneregler for graenseveerdier)
Antag at greenseveerdierne lim, ,, f(x) og lim, ., g(z) findes og lad k veere en
vilkarlig konstant. Da geelder:
Regel 1:
li (k- (x)) = k- limy /()

Regel 2:

lim (f(x) + g(2)) = lim f(z) + lim g(z)
Regel 3

lim (f(z) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x)
Regel 4

lim (f () - g(2)) = lim f(2) - lim g(x)

Beviser for udvalgte regneregler for opbyggede funktioner

Man beviser regnereglerne for opbyggede funktioner ligesom man beviser reglerne
for de enkelte funktioner.

Satning 10.8.5

Lad f veere en differentiabel funktion og k en konstant. Da er h(z) = k- f(x)
differentiabel og differentialkvotienten er h'(x) =k - f'(z).

Bevis
Vi opskriver differenskvotienten:

h(z + Ax) — h(x)
Ax '

Da h(z) =k - f(z) far vi:

k-flx+Az)—k- f(x)
Ax '
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Vi saetter k£ ud foran en parentes:

k(f(z+ Az) — f(2))
Az ’

og flytter k£ ned foran brgken:

fla+A) - f(z)

k
Az

Vi skal nu undersgge om differenskvotienten har en graenseveerdi for Az gaende
mod nul. Alsa om fglgende graenseveerdi kan bestemmes:

Gﬂx+A@—f@v.

lim
Axz—0 AZE

flz+Az)—f(z)
Az

findes sa vi kan bruge regel 1 for graenseveerdier (ssetning 10.8.4)) til at flytte &
ud foran "lim”:

Da f er differentiabel ved vi at greenseveerdien f'(x) = limag (

w (LEEAD) — @
k- gim, (1R s

og h er altsa differentiabel med differentialkvotient h'(z) = k - f'(z).

Saetning 10.8.6

Lad f og g veere differentiable funktioner. Da er h(x) = f(x)+g(z) differentiabel
og differentialkvotienten er h'(x) = f'(x) + ¢'(z).

Bevis
Vi opskriver differenskvotienten

h(x + Ax) — h(x)
Ax '

Da h(z) = f(z) + g(z) far vi:

[z +Az) + g(z + Az) — (f(z) + g(2))
Ax '

Vi ophaever parentesen i teelleren:

[z + Az) + gz + Az) — f(z) — g(z)
Az ’
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og gendrer lidt pa rackkefglgen:

flx 4+ Ax) — f(x) + g(x + Az) — g(z)
Az '

Vi deler brgken op:

ﬂx+A@—f@)+ﬂx+A@—9@)
Ax Ax '

Vi skal nu undersgge om differenskvotienten har en graenseveerdi for z gaende
mod nul. Vi skal altsa kigge pa:

(f(x +Ar) — flz) gl +Ar) - 9(1’)) _

lim
Axz—0

Ax Ax

Vi genkender de to led inde i parenteserne som differenskvotienterne (differens -
ikke differential) for f og g. Da vi ved at f og g er differentiable ved vi, at hvis vi
lader Az — 0, sa vil de to differenskvotienter have en graenseveerdi (nemlig f'(x)
og ¢'(x)), og vi kan derfor bruge Regel 2 (setning 10.8.4)) til at dele udtrykket

op:
L e+ A — ()
Ax—0 Azx Ax—0 Ax ’
hvilket er det samme som

f(x) + 4 (x)
Vi konkluderer at h er differentiabel med differentialkvotient

W(z) = f'(x) +g'(2).

@velse 10.8.1
Bevis folende:

Ladf og g veere differentiable funktioner. Da er h(z) = f(x)—g(z) differentiabel
og differentialkvotienten er h'(z) = f'(z) — ¢'(z).

Tag udgangspunkt i beviset ovenover.

Bevis for produktregel (A)
Satning 10.8.7

Lad f og g veere differentiable funktioner. Da er h(z) = f(z)- g(x) differentiabel
med differentialkvotient h'(x) = f/'(x) - g(x) + f(x) - ¢'(x).
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Bevis
Vi starter selviglgelig med at opskrive differenskvotienten:
h(z + Az) — h(z)
Ax
Vi indsaetter nu forskriften for h i differenskvotienten:
flz+Az) - g(z + Az) — f(z) - g()
Ax

Vi vil nu lave en snedig omskrivning af teelleren. Vi traekker f(z + Ax) - g(z)
fra, hvorefter vi skynder os at leegge det til igen, sa vi ikke sendrer brgkens veerdi:

fl@+Az) - gz + Az)—f(z + Az) - g(x)+[f(z + Ax) - g(x) — f(z) - g(@)
Ax

Vi deler nu brgken op i to ved det bla plustegn:

f@+Ax) glz + Azx) — flz+ Az) g(x) | fle+Az) g(@) = f(z) 9(2)

Ax Ax
Vi faktoriserer teelleren i forste brgk med f(z + Ax) og teelleren i anden brgk
med g(z):
flz+Az)(g(x + Az) —g(z)) | gl@)(f(z+Az) — f(2))
_|_
Ax Ax
Vi seetter nu f(z + Ax) ned foran ferste brgk og ¢g(z) ned foran anden brgk:
g(x + Az) — g(z) flz+ Ax) — f(x)
Au (@) Au

Vi finder nu h'(x) ved at tage greenseveerdien:

f(z + Ax)

g(x + Az) — g(z) f(z+ Azx) — f(x)
Az +9(x) Az )

h'(z) = lim (f(a: + Ax)

Az—0

Vi bruger Regel 2 (10.8.4) for graenseveerdier til at dele greenseveerdien op:
r+ Azx) — g(x x4+ Azx) — f(x
9( ) M)) (ﬂ@ﬂ ) ﬂ))

+ lim

Ax Ax—0 Ax

Az—0

h'(x) = lim (f(a: + Ax)

Vi bruger nu Regel 4 (10.8.4) til at dele forste graenseveerdi op. I den anden
greenseveerdi bruger vi Regel 1 til at traekke g(z) ud foran (se evt. efterfolgende
kommentar):

o(a) im,

e o e

(ﬂx+A@—f@§
Ax

Ax
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Maske er du forvirret over, hvorfor vi har lov til at betragte g(x) som en konstant.
Det skyldes, at det er Ax som er den variable i forhold til selve graenseveaerdien
(det er Ax som gar mod nul) og da g(z) ikke indeholder noget Az, er g(z)
konstant (i denne sammenhaeng).

Da f er differentialbel er den ogsa kontinuert og derfor er lima, .o f(x + Ax) =
f(x), sa vi har

W) = 1ot (9(37 + AAxa)j — g(x)> +g(a) Jim, (f(:c + AA:Z —f (r))

De to graenseveerdier genkender vi som hhv. ¢'(x) og f'(z), sd vi har:

W(xz) = f(z)-g'(x) +g(x) f(z)

Vi bytter lidt rund pa reekkefglgen og far det gnskede resultat:

W(z) = f(x)g(x) + f(z)g'(x)

Bevis for at alle differentiable funktioner er kontinuerte
(A)

Der findes kontinuerte funktioner som ikke er differentiable (hvis de har "knaek”).
Men alle differentiable funktioner er kontinuerte og det vil vi nu bevise.

Satning 10.7.1

Alle differentiable funktioner er kontinuerte.

Bevis
Lad f veere en differentiabel funktion. Vi skal vise at f er kontinuert. Ifslge
definitionen af kontinuitet (definition 10.7.1) skal vi vise at

lim f(x+ Azx) = f(x)

Az—0

Da f er differentiabel har den en differentialkvotient:

o) — g T A) = (@)

Az—0 Ax

Vi vil nu ggre noget smart. Vi vil gange med nul pa begge sider. Normalt er det
ikke nogen fantastisk idé at gange igennem med nul, men vil vil ggre det pa en
snedig made. Pa hgjre side vil vi nemlig skrive nul som lima, ,o(Azx). Det kan
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vi selviglgelig ggre fordi at denne graenseveerdi er nul.

Az—0 Ax Az—0

Venstresiden er bare nul og vi bruger Regel 4 for graenseveerdier til at omskrive

hgjresiden:
O::hm_(f@*%ﬁwi—f@ﬂ.Ax>

Az—0 Ax

Vi reducerer
0= lim (f(z+ Az) — f(z))

Vi laegger nu f(x) til pa begge sider. Pa hgjresiden vil vi skrive f(z) som
lima, o f(x). Det ma vi gore fordi at f(z) ikke indeholder noget Ax og derfor
ikke sendrer sig nar Ax — 0.

flz) = lim (f(z + Az) = f(2)) + lim f(z)

Az—0 Az—0

Vi bruger Regel 2 for graenseveerdier og samler udtrykket til én greenseveerdi.

flz) = lim (f(z+ Az) = f(z) + f(z))

Az—0

Vi reducerer

flz) = lim f(z+ Az)

og det var jo netop det vi skulle vise.
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Kapitel 11

Funktionsundersggelse

Ved en funktionsundersggelse for en funktion forstar vi bestemmelse af:
o definitionsmaengde
o veerdimaengde
o nulpunkter
o fortegn
« monotoniforhold
o ckstrema

Ud fra dette kan vi se at en funktionsundersggelse handler om at beskrive grafens
forlgb. Disse begreber burde allerede veere kendt fra 1. ar, men nu vil vi bruge
differentialregning til at bestemme monotoniforhold, ekstrema og veerdimaengden,
saledes at disse kan bestemmes uden at tegne grafen.

Har man matematik pa A-niveau, forventes der ogsa en bestemmelse af Krum-
ningsforhold (som introduceres til sidst i dette kapitel).

11.1 Funktionsundersggelse fra fgrste ar

Vi starter med at opfriske begreberne fra 1 ar. Hvis I har problemer med at regne
folgende gvelse sa ga tilbage og laes afsnittet om funktioner
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ADvelse 11.1.1

Lad f(z) = 2% + 2% — 22. Lav en funktionsundersggelse af f ved aflaesning i
GeoGebra. I skal altsad bestemme:

a) Definitionsmaengden

b

Veerdimaengden

¢) Nulpunkter

e) Monotoniforhold

f

Ekstrema

)
)
d) Fortegn
)
)

Vi far brug for at lave fortegnsundersggelser ved beregning (uden at tegne). Sa
det ma vi hellere traene ogsa:

Lad f(xz) = 2® + x. Vi vil lave en fortegnsundersggelse uden at tegne grafen.
Vi starter med nulpunkter. Funktionen f er et andengradspolynomium og vi
beregner fgrst diskriminanten:

d=0"—4ac=1"-4-1-0=1.
Vi Indsaetter nu i nulpunktsformlerne og ser at:

Lo ThEVd _-14VT 0
'™ 9y T 2.1 2

og
—b—Vd —1-y1 =2
2a 2-1 2

Altsa f har nulpunkterne x; = 0 og x5 = —1.

Nu kan vi finde fortegnsvariationen. Det ggr vi ved at lave et sildeben. I silde-
benet skal vi bruge begge vores nulpunkter:

N/ N/
T T /N VAN T 1
-3 -2 -1 0 1 2

Vi skal ogsa bruge nogle x-veerdier der omgiver vores nulpunkter. Vi bestemmer
selv hvilke, men der skal vaere z-vaerdier mellem nulpunkter, og i hver ende ogsa
som vist her:
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X KKK — XK —
-3 -2 -1 0 1 2

Vi har altsa valgt z-veerdierne —2, —0,5 og 1. Vi saetter z-vaerdierne ind i silde-
benet:

x| —2|-1] —0.5 0|1
f@) 210 -025[02

Ved at kigge pa funktionsvaerdierne kan vi se at f starter med at veere positiv
indtil vi rammer fgrste nulpunkt i x = —1, hvorefter den bliver negativ, og sa
igen positiv efter andet nulpunkt 0. Altsa:

f(z) er positiv for z €] — oo; —1[U]0; 00|
f(z) er negativ for x €] — 1;0[
f(x) er nul nar x = —1 og nar x = 0.

Vi husker at € betyder "tilhgrer” og U betyder de to intervaller til sammen
(foreningsmaengden).

Dvelse 11.1.2

Bestem med samme metode som i eksempel 11.1.1 en fortegnsundersggelse for
fglgende funktioner:

11.2 Monotoniforhold med differentialregning

Vi skal nu se hvordan man kan bestemme monotoniforhold ved hjeelp af differen-
tialregning. Vi leegger hardt ud med en seetning:
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Satning 11.2.1

Lad f veere en differentiabel funktion defineret pa et interval I.
Hvis f'(x) > 0 for alle x € I, sa er f voksende pa I.
Hvis f'(x) < 0 for alle x € I, sa er f aftagende pa I.

Hvis f'(z) = 0 for alle x € I, sa er f konstant pa I.

Vi vil nu argumentere for, hvorfor ssetningen er rigtig. Vi vil se pa fgrste pastand
(vi kan argumentere tilsvarende for de andre pastande):

Hvis f'(x) > 0 for alle x € I, sa er f voksende pa I.

Vi husker at f’(z) er tangentens haeldning, sa f'(z) > 0 betyder at tangenten har
en positiv heeldning. Lad os derfor tegne en tangent med en positiv haeldning i
et punkt P (kun en linje, som kunne veere en tangent — vi venter med funktio-
nen).

Vi forstiller os nu, hvordan funktion kan ligge. Det er klart at hvis den rgde linje
skal vaere tangent i P, sd& ma funktionen vaere voksende omkring punktet P, hvor
linjen er tangent, som vist her:

Sa nar f’(x) > 0 ma funktionen altsa veere voksende. Vi kan argumenter tilsva-
rende, nar f'(z) < 0 eller f’(z) = 0. I ssetningen naevnes ogsa intervaller. Det er
fordi at begreberne voksende, aftagende og konstant kun giver mening nar vi har
et interval. Det kan vi illustrere med situationen:

N

Vi ser at der er en vandret tangent i P, s& f'(z) = 0 i P, men funktionen er ikke

382



konstant omkring P. I ssetningen kreeves at f'(x) = 0 i et helt interval og ikke
bare et enkelt x som pa tegningen, sa vi kan ikke bruge seetningen her.

Ved hjeelp af seetning 11.2.1 kan vi nu beregne monotoniforhold for f ved at
lave en fortegnsundersggelse af f'(z) (leeg meerke til: f’) ikke f). Vi husker fra
afsnittet om monotoniforhold fra mathhx bog 1, at monotoniintervallerne ogsa
indeholder ekstremumsstederne (de x-veerdier hvor funktionen har maks/min),
sd vi far lukkede intervaller (medmindre funktionen ender i et abent endepunkt
selvfolgelig), nar vi opskriver monotoniintervallerne.

Vi vil undersgge monotoniforhold for funktionen f(z) = %x3 + 22 — 8z — 10. Vi
finder forst f'(z). Vi far

1
f’(x):3-§x2+2x—8:x2+2x—8.

Nu laver vi en fortegnsundersggelse af f/'(x) = x? + 2z — 8. Vi starter som vi
plejer med at finde nulpunkter. Differentialkvotienten f’(x) er et andengradspo-
lynomium, sa vi regner diskriminanten fgrst:

d=b"—4ac=2>—4-1-(—8)=4+32=36
Vi Indsaetter nu i nulpunktsformlerne og ser at:

b+ Vd —2+36 4
- 2 2.1

T

O |

0g
 b-Vd 236 -8

T9 = = = = —4.
2a 2-1 2

Vi vaelger nu nogle z-veerdier, som omgiver nulpunkterne (-5, 0 og 3) og laver
et sildeben for f’:

x |=5|—4] 023
F)| 7] 0|=8l0|7

Af sildebenen kan vi se at:
f'(x) er positiv for x €] — co; —4[U]2; 00| f'(z) er negativ for x €] — 4;2].

Ved at benytte saetning 11.2.1 kan vi altsa konkludere at
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f er voksende for x €] — 0o; —4] og for = € [2; 00|
f er aftagende for = € [—4;2].

Vi tegner nu grafen for at tjekke om det mon passer:

Y

Det passer jah.

ADvelse 11.2.1

Bestem ved beregning monotoniforholdene for fglgende funktioner:

(
b) f(z) = —ba +2
c) flz)=—22%—4x — 4
d) f(x) =2t — 42® (sveer)

Monotoniforhold for begraensede funktioner

Til tider kan man komme ud for at der er begraensninger pa definitionsmaengden,
og det skal man veere opmeerksom pa, nar man bestemmer monotoniintervaller-
ne.

Lad f(x) = 2> — 7, hvor z €]1;4]. Vi vil ved bergning bestemme monotonifor-
holdene.

Vi finder forst f”:
Fw) = 2
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Vi finder sa nulpunkter for f/(z):

fllx) =0 (11.1)
22 = 0 (11.2)
z=0. (11.3)

Vi kan se at nulpunktet ligger udenfor intervallet hvor f er defineret, sa nul-
punket er slet ikke interessant. Vi skal altsa bare undersgge fortegnet for f’ i et
vilkarligt punkt i definitionsmaengden. Vi veelger 2:

fl2)=2-2=4

Vi kan altsa konkludere at f er voksende. Vi tegner for at tjekke:

Det passer, f er voksende overalt.

Dvelse 11.2.2

Bestem ved beregning monotoniforholdene for fglgende funktioner:
a) f(x) = =22+ 32% + 122 + 5, hvor x €]0; oo]
b) f(z) = /z, hvor z € [1;2].
¢) f(z) = 42® — 2z, hvor z €] — 00; 3]

11.3 Ekstrema med differentialregning

I sidste afsnit leerte vi at:
o En funktion er voksende der hvor differentialkvotienten er positiv

o En funktion er aftagende der hvor differentialkvotienten er negativ.
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Der hvor en funktionen skifter fra at veere voksende til aftagende (eller omvendt)
har den ekstrema. Sa differentialkvotienten skifter altsa fortegn i sadan et ek-
stremum. Det er derfor oplagt at differentialkvotienten ma veere nul i sadan et
ekstrema og det er indholdet i fglgende saetning:

Satning 11.3.1

Lad f veere en differentialbel funktion som er defineret pa et abent interval I.

Hvis f har et ekstremum i zy € I, sa er f'(x) = 0.

Lad os illustrere seetningen ved at tegne grafen for en funktion f

Y

T
[
Som vi kan se har f en vandret tangent (dvs. f/(x) = 0) i punktet z = 3, hvori

funktionen har sit maksimum.

Men saetning 11.3.1 naevner ogsa et abent interval. Lad os se neermere pa hvad det
betyder. Vi ser pa funktionen:

o -

/ 3

Vi kan se grafen, at funktionen har et globalt maksimum i x = 3 og et lokalt
minimum i = 4. Men der er jo ikke en vandret tangent i = 4! Det er fordi det
er et endepunkt, og f er ikke defineret i et abent interval, der indeholder z = 4.
Altsa kan vi kun veere sikker pa at f'(z) = 0, hvis vi har et ekstremum der ikke
ligger i et endepunkt.

Vi konkluderer, at hvis vi skal finde ekstrema for en funktion, skal vi undersgge
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alle de steder hvor f'(x) = 0, og endepunkterne, hvis f er defineret i et begraenset
interval.

Vi vil nu finde ekstrema for funktionen f(z) = 2° — 4,52% — 30z.

Vi starter med at bestemme f'(z):
f(z) = 32% — 9z — 30.

Vi laver nu en fortegnsundersggelse for f’. Vi finder forst nulpunkter. Differen-
tialkvotienten f'(x) er et andengradspolynomium, sé vi regner diskriminanten
forst:

d=0b*—4dac = (—9)* —4-3-(—30) = 81 + 360 = 441

Vi Indsaetter nu i nulpunktsformlerne og ser at:

—b+Vd —(—9)+V441 30 -
Tr1 = = = — =
1 2% 2.3 6

0g
_—b—\/E_—(—9)—\/441_—12__2
PT T T 23 e T

Vi veelger nu nogle x-veerdier der omgiver nulpunkterne og regner f'(z) for disse:

x |-3/-2| 0 |5]6
)24 0 |—=30|0]|24
flx) | NS

I tabellen har vi angivet monotoniforholdene for f med pile. Pil op betyder
voksende, pil ned betyder aftagende (surprise!).

Fordi f starter med at vokse indtil den nar x = —2 og aftager bagefter kan vi
konkludere at f har et maksimum i x = —2. Tilsvarende ma f have et minimum
1x =09.

Ekstremumsveerdierne er hhv. f(—2) = 34 og f(5) = —137.5.

Ud fra beregningerne kan vi desveerre ikke sige noget ,om hvorvidt det lokale
eller globale ekstrema. Vi tegner derfor en graf:
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34

—137.5 ~

Vi kan se at grafen passer med de beregnede veerdier. Vi kan ogsa se at begge
ekstrema er lokale. Da funktionen ikke er begraenset kan vi ud fra sesetning 11.3.1
konkludere, at der ikke er flere ekstrema (da der ikke er flere nulpunkter for f”).
Det ville veere sveert at ggre bare ved at kigge pa grafen, da vi aldrig kunne vide
hvad der skete hvis vi zoomede leengere ud.

Konklusion:
Funktionen f har et lokalt maksimum i x = —2 med maksimumsveerdi 34.
Funktionen f har et lokalt minimum i x = 5 med minimumsvaerdi —137,5.

Man kunne godt komme til at laese seetning 11.3.1 som om den sagde, at en funktion
har ekstremum nar f/(x) = 0. Men det omvendt. Altsa hvis den har ekstremum (i
et abent interval) sa er f'(x) = 0. Som vi skal se i nedenstaende eksempel kan vi
godt have f’(x) = 0 uden at der er et ekstremum.

Vi vil nu finde ekstrema for funktionen f(z) = 52°. Vi finder forst f'(z)

f'(z) :;-3x2 =x

2

Det var en nem differentialkvotient. Den har kun et nulpunkt og det er x = 0.
Vi laver nu fortegnsundersggelse for f':
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r | =101
fil(x)| 1 |01
fl) | &~ |/

Vi ser at f’ ikke skifter fortegn i = 0, s& der er ikke noget ekstremum. Faktisk
er funktionen voksende i hele dens definitionsmeengde. Her er grafen, sa du selv
kan se:

Dvelse 11.3.1

Find ekstrema for fglgende funktioner ved beregning. Tegn grafen for at finde
ud af om det er globale eller lokale ekstrema.

a) f(x) =2 —8x+3

b) f(z) =
c) f(z) =23 —32% — 122 + 10
d) f(x) = 2% —32% + 32

Begraensede funktioner

Har vi en funktion der er begraenset kan vi klare os helt uden at tegne. Vi ggr det
helt som fgr, bortset fra at vi ogsa undersgger veerdien i endepunkterne.

Lad f(x) = 0,522 — Tz, hvor x €]0; 15].

Vi vil bestemme ekstrema og veerdimaengde. Vi finder forst f/(z):

fl(x)=05-20—T=x—T.
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Vi finder sa nulpunkter for f/(z):

fl(x)=0
r—T7=0
r=7

Vi laver sa en fortegnsundersggelse for f’

T 0 [7]8
fl(x)|=7]0]| 1
f@) | ] |/

Vi undersgger nu funktionsveerdierne for f i ekstremum og i endepunkterne:

z 0] 7 |15
flz)|0|=24,575

Samler vi informationer fra de to tabeller far vi:

z |0 7 15
Flx) 0|\, | =24,5| 7|75

Vi kan se at —24.5 er den laveste funktionsveerdi, sa det ma veere et globalt
minimum. Vi kan se at 7,5 er den hgjeste funktionsveerdi, sa det ma veaere et
globalt maksimum. Punktet (0,0) ligger ikke pa grafen, da nul ikke ligger i
definitionsmaengden, og kan derfor ikke veere et ekstremumspunkt.

Konklusion
f har et globalt maksimum i z = 15 med maksimumsveerdi 7,5.
f har et globalt minimum i x = 7 med minimumsvaerdi —24,5.

Dvelse 11.3.2

Bestem ved beregning ekstrema for fglgende funktioner.

(
b) f(x) = —2?+ 22+ 1, hvor z €] — 2;0]
¢) f(x) =z, hvor x € [0; 5]
d) f(x) =2* — 1,522 — 6z, hvor x €] — 2;40]
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11.4 Veerdimangde og differentialregning

Vi har set hvordan man kan beregne ekstrema for begraensede funktioner. Derfra
er der ikke langt til at bestemme veerdimaengden. For har man en begraenset
funktion, ma veerdimaengden ngdvendigvis vaere afgreenset af de globale ekstrema
eller funktionsvaerdierne i endepunkterne:

Yy

—————— 5

,,,,,,,,,,,, -8

Figur 11.1: En funktion har veerdimeengden Vm f = [—8; 5].

Sa skal vi bestemme vaerdimaengden for en begraenset funktion skal vi altsa ggre
folgende:

1. Bestemme ekstrema
2. Bestemme funktionsveerdierne ved endepunkterne

3. Finde den mindste og sterste blandt de fundne vaerdier. Vaerdimaengen er
intervallet fra den mindste til den stgrste veerdi.

Vi vil bestemme veerdimaengden for funktionen

f(z) =22" — 32> — 120 +5, hvor x € [-2;4]

Vi skal forste beregne ekstrema, sa vi finder f'(x):
f'(z) = 622 — 62 — 12

Vi seetter f'(z) =0, og da f’ et andengradspolynomium, skal vi regne diskrimi-
nanten fgrst:

d=0b*—4ac = (—6)* —4-6-(—12) = 36 + 288 = 324
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Vi Inseetter nu i nulpunksformlerne og ser at:

_—b—Vd  —(-6)—+324 -12

— f— p— p— —]_.
o 2 2.6 12

og
L ThtVd (6 ++v32d 24
27 94 2.6 T 12

Vi regner nu funktionsveerdierne i de to mulige ekstremumssteder samt ende-
punkterne:

x | —2|-1] 2 |4
fx)| 1 |12 |=15 37

Bemark at funktionsveerdien i 4 er lidt en snyder, da funktionen strengt taget
ikke er defineret i z = 4. Pa den made er det ikke rigtigt at f(4) = 37, men
funktionen kommer helt op til punktet.

Vi kigger nu pa funktionsveerdierne og kan se at

Vin(f) = [~15;37]
Vi tegner grafen:

37

og kan se det passer.
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QDvelse 11.4.1

Bestem ved beregning veerdimaengden for fglgende funktioner:
a) f(x)=2z?— 8z +4, hvor x € [1;4]
b) f(x) = 22? — 8x + 4, hvor x €]3; 4]

¢) f(x) =z -€" hvor x €] — 4;2[ (sveer)

11.5 Krumningsforhold (A)

Krumningsforhold handler om at bestemme hvilken vej grafen for en funktion
krummer. Lgst sagt siges en funktion at veere konveks hvis den krummer opad, og

konkav hvis den krummer nedad.

Y Y

Konveks funktion Konkav funktion

Funktioner kan veere konvekse nogle steder og konkave andre. Sa ligesom vi kan
bestemme en funktions monotoniforhold kan vi bestemme dens krumningsforhold.
Her kigger vi ikke pa om funktionen er voksende eller aftagende. Vi kigger kun pa

hvordan den krummer.

Vi vil undersgge krumningsforholdene for funktionerne f(x) = 22 og g(z) = 2.

Vi tegner funktionerne:
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1Y 1Y

3 3 q

24 f 2

14 14

i T

T T T T T T T T T T T T T T T T
-4 -3 =2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 — 1 2 3 4

—14 1

—9 24

—3 —34

—4 — 4

Vi skal nu bestemme hvor pa x-aksen funktion er konveks og hvor den er konkav.
Funktion f er nem. Den er konveks over det hele sa vi skriver bare:

f er konveks

Funktionen ¢ er konkav til at starte med og skifter sa til at veere konveks. Det
ser ud til den skifter i x-veerdien 0 sa vi skriver:

g er konkav pa | — co; 0] og konveks pa [0; oo

Dvelse 11.5.1

Bestem krumningsforholdene for fglgende funktioner. Hvis du er i tvivl om hvor-
dan grafen ser ud, sa tegn funktionen i GeoGebra.

a) f(z) =—e
b) f(x) = a?
¢) f(z) =In(x)
Q) f() = —2"
@Dvelse 11.5.2

Tegn fglgende funktioner i GeoGebra og bestem deres krumningsforhold.
a) f(z)= %x?’ + 22 -2
b) f(zr)=In(z) —z

¢) flz) = ot — 32 + 3a?
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Krumningsforhold ved beregning

Vi skal nu se hvordan man kan beregne krumningsforholdene for en funktion ud
fra dens forskrift. Det kraever dog at definere begreberne konveks og konkav mere
praecist. Vi far i den forbindelse brug for noget mere differentialregning, sa det vil
vi starte med at kigge pa.

Har man en differentialbel funktion f kan man differere den og fa f’. Intet nyt
i det. Men hvis nu [’ er differentiabel, sa vil man ogsa kunne differentiere den,
og man far dermed f” som udtales f dobbelt merke eller den anden afledte. En
funktion som kan differentieres to gange kaldes dobbelt differentiabel.

Lad f(z) = 2% Vi vil bestemme f”. Vi finder fgrst f’
f'(z) =2z

Sa differentiere vi f’ for at fa f”:
f(z) =2

@velse 11.5.3

Bestem den anden afledte for fglgende funktioner:
a) fx) =2
b) f(z) = In(x)

Vi er nu klar til den preecise definition af krumningsforhold:

Definition 11.5.1

Lad f veere en funktion som er dobbelt differentiabel pa et interval I.

Funktionen f siges at veere konveks pa I, hvis f” er voksende pa I.

Funktionen f siges at veere konkav pa I, hvis f’ er aftagende pa I.
Sa krumningsforhold handler om hvorvidt f’ er voksende eller aftagende. Lad os

se naermere pa, hvordan den definition svarer til det, vi allerede forstar ved konkav
og konveks. Vi tegner en funktion f:

395



X
T T T T T

1 2 3 4 5

Vi tegner nu nogle tangenter langs f. Vi tegner tangenter i x = 1 (rod), © = 2
(gron) og x = 3 (brun):

Xz
T T T

= 1
1 2 3 4 5)

Vi kan se at tangentens heeldning vokser nar x vokser. Men tangentens haeldning
er jo givet ved f’, sa det vil sige at f’ er voksende. Ifglge vores nye definition er f
altsa en konveks funktion, hvilket jo passer med at den "krummer opad” som vi
kan se. Men kunne lave en tilsvarende tegning for en konkav funktion.

Nu bliver det lidt kringlet. Har man en funktion f kan man finde monotonifor-
holdene for f ved at lave en fortegnsundersggelse for f’. Det ma betyde at vi kan
finde monotoniforholdene for f’, og dermed krumningsforholdene for f, ved at lave
en fortegnsundersggelse for f”. Dette er udtrykt i folgende saetning.

Satning 11.5.1

Lad f veere en to gange differentiabel funktion defineret pa et interval I

Hvis f"(x) > 0 for alle x € I sa er f konveks pa I.

Hvis f”(x) < 0 for alle z € I sa er f konkav pa I.
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Ligesom med monotoniforhold vil en funktion beholde sin krumning til og med et
evt. endepunkt, sa intervallerne for krumningsforhold er lukkede (medmindre at
funktionen ender i et abent endepunkt)

Vi vil finde krumningsforhold for funktionen f(z) = 23 — 322

Vi starter med at differentiere f:

f'(z) = 32* — 62

Vi differentierer igen:
f"(x) =6x—6

Vi finder nulpunkter for f”. Det er nemt at se at f” har et enkelt nulpunkt i
r=1

Vi lave nu en tabel, hvor vi veelger z-veerdier pa hver side af vores nulpunkter
(der kun et nulpunkt i dette tilfeelde)

z | 012
f'(x)|—6]06

Sa vi kan se at f” er negativ indtil x = 1 og derefter positiv. Ifglge seetning
11.5.1 geelder altséa

f er konkav i | — oo; 1] f er konveks i [1; 00|

Vi tegner grafen for at se om det ser rimeligt ud:

T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 4

Vi kan se at f skifter krumning fra konkav til konveks i det rgde punkt ved
r =1
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Dvelse 11.5.4

Bestem krumningsforhold for fglgende funktioner:

(
b) f(x)=Tr—1
¢) f(z)=—4a*— 323 — 6z +4
d) f(x) = 2* — 42° + 622

Vendepunkter og vendetangenter
Definition 11.5.2

Lad f veere en funktion

Et vendepunkt er et punkt hvori f skifter krumning fra konveks til konkav eller
omvendt.

En tangent til f gennem et vendepunkt kaldes en vendetangent.

Vi vil bestemme vendepunkter og vendetangenter for funktionen f(z) = 2% — 322

fra eksempel 11.5.3.
I eksempel 11.5.3 fandt vi krumningsforholdene for f:

f er konkav i | — o0; 1]
f er konveks i [1; oo

Da f skifter fra konkav til konveks i x = 1 er punktet (1, f(1)) et vendepunkt.
Vi regner f(1):

fy=1"-3-1*= -2
Altsa har f vendepunkt i (1, —2).

Vi finder tangenten gennem (1, —2) med den ssedvanlige metode.

Vi husker formlen for tangenten gennem (zg, f(xg)) = (1, —2):
y = f'(zo)(x — x0) + (o)

Vi har o =1 og f(x¢) = —2.

Vi differentierer f:
f(z) = 32* — 62
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og regner
flzg)=f(1)=3-1"-6-1= -3

Altsa bliver tangentens ligning
=-3xz—-1)4+(-2)=-3zx+1

Dvs. vendetangentens ligningen er y = —3x + 1.

Vi tegner til slut vendetangen ind, sa vi kan se, hvordan sadan en faetter ser ud:

Laeg maerke til at grafen ligger under vendetangenten pa den ene side af vende-
punktet og over pa den anden.

Dvelse 11.5.5

Bestem vendepunkter og vendetangenter for funktionerne fra gvelse 11.5.4

a)

flz)=—24+922+3

I
b) f(a:):7a:—1
c) f(z) = — 32% — 6z + 4
d) f(z) = 2* — 423 + 622

Funktionsundersggelse pa A-niveau

Laver man funktionsundersggelse pa A-niveau forventes det at fglgende bliver
bestemt:

o Definitionsmaengde
e Vardimangde

o Nulpunkter
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Fortegn
Monotoniforhold

Ekstrema

Krumningsforhold

Vendepunkter og vendetangenter

@velse 11.5.6
Lad f(x) = 23 — 92% + 242 — 20; hvor x > 0.

Lav ved beregning (brug dog GeoGebra til at finde nulpunkter for f) en funk-
tionsundersggelse for f. Dvs. bestem fglgende:

a) Definitionsmaengde
b) Veerdimaengde
c
d

)
) Nulpunkter
)
e) Monotoniforhold
)
)
)

Fortegn
f) Ekstrema
g) Krumningsforhold

h) Vendepunkter og vendetangenter

QDvelse 11.5.7

Tegn i GeoGebra grafen for funktionen fra ovenstaende gvelse.

a) Tjek at du forstar hvordan dine facit fra gvelsen kan ses pa grafen.

11.6 Funktionsundersggelse i (GeoGebra

Det er nemt at lave funktionsundersggelse i GeoGebra. Maske er det lidt for nemt.
Vi starter med at se pa hvordan man nemmest finder resultater i GeoGebra.

Vi vil lave en funktionsundersggelse for funktionen

f(z)=1In(2*+0,1)
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Vi indtaster funktionen i GeoGebra:

[ ] Geogebra klassisk - GeoGebra

R || oA L D OO N2
O  f(x) = In(x*+0.1) =N

o 3

-+ Input...

Vi klikker pa forskriften sa de tre prikker kommer frem til hgjre for forskriften:

Vi klikker pa de tre prikker:

© f(x)=In(x*+0.1) @

og veelger Serlige punkter:

——

@  f(x) = h(+0.1) E

i o Kopier input
nput...
Slet

Indstillinger

Vi far nu fglgende:
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¥ A0 4L N S
O f(x) = In(x2+0.1) N
3

Q Skaering(f, xAkse, —4.9600000000000(1, 4

= A =(-0.95,0)
O B = (0.95, 0)

C = Ekstremum(f, —2.4,6.84)
o

= (0, -2.3)

D = Skering(f, yAkse, (0, —2.3))
@)

(0, -2.3)

I algebravinduet ser vi:

Skering (f,xAkse: Det er funktionens nulpunkter. Vi ser at f har nulpunk-
terne:

r1=-—095 og 1x9=0,95

Ekstremum: Ekstremum er ekstremum. GeoGebra siger ikke noget om, hvilket
slags ekstremum der er tale om, sa her ma vi kigge pa grafen. Vi kan se at der
er tale om et minimum, og da fa f ikke er begreenset og ikke har andre ekstrema
;ma der veere tale om et globalt minimum. Altsa f har et globalt minimum i
x = 0 med minimumsveerdi —2,3.

Skering(f,yAkse: Viser funktionens skeering med y-aksen. Den skal vi ikke
bruge i denne sammenhaeng.

@velse 11.6.1

Lad f(z) = 2° — 2* + 22 + 5. Bestem ved hjalp af GeoGebra.
a) Nulpunkter for f
b) Ekstrema for f

Fortegn, monotoniforhold og veerdimaengden bestemmes ud fra grafen ved at tage
udgangspunkt i nulpunkter og ekstrema.
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Vi fortseetter eksempel 11.6.1 med at bestemme fortegn, monotoniforhold og
veerdimaenge.

Fortegn: Vi ved allerede at f har nulpunkterne: xr1 = —0,95 og x5 = 0,95. Sa
ud fra grafen ses det at:

f(z) > 0 nar x €] — 0o0; —0,95[U]0,95; oo
f(x) < 0nar z €] —0,95;0,95]

Monotoniforhold Vi ved at f har globalt minimum i x = 0 og da f ikke har
andre ekstrema ma der geelde at:

f er aftagende pa intervallet | — 0o; 0] og voksende pa intervallet [0; cof.

Vardimangde Da funktionen har en globalt minimumsveerdi pa —2,3 ser du
til (ud fra grafen) at veerdimeengden er Vm(f) = [—2,3;00[. Vi kan dog ikke
veere sikker pa at vaerdimaengden virkelig gar til uendelig alene ud fra grafen.
Grafen kunne flade ud. Sa skal man afggre om veerdimaengden virkelig gar til
uendelig kraever det at man kigger naermere pa selve forskriften. Det vil vi ikke
ggre, men jeg kan afslgre at det er den rigtige veerdimeengde vi har fundet.

Dvelse 11.6.2

For funktionen fra gvelse 11.6.1 (dvs. f(z) = 2° — 2?4+ 2% +5) skal du ved hjeelp
af GeoGebra bestemme:

a) Fortegn.
b) Monotoniforhold.

c¢) Veerdimeengde.

Begraensede funktioner

Vi vil nu lave en funktionsundersggelse for en begraenset funktion.

Vi vil tegne grafen for funktionen f(z) = 2% — 2® + x, hvor z > 2.

Vi skriver:
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| A~ L D> ©®

+ f(x) =2 —x® +x, x> 2

og vi far grafen:

4

3

3 f

]

0 1 2 3 4

Vi tilfgjer nu et punkt. Vi kan se at grafen ender i punktet (2,2), sa vi skriver
det ind:

R A SO O LN b

O fx)=2-x+x (x>2) N
3
(2,2)) :
+ 2 &
=22

0 1 2

Vi hgjreklikker nu pa punktet og veelger Instillinger. Under "Stil', kan vi
egendre punktet til at veere et abent punkt:
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é& Basis Farve Avanceret

Algebra  Scripting

Punkt starrelse o 5

A f
Punktmarkering @

Grafen ender med at se sadan her ud:

6

Desveerre kan GeoGebra ikke lave funktionsundersggelse for begreensede funktio-
ner. Derfor er man ngdt til at indtaste funktionen uden begraensning, og sa ma man
se bort fra de resultater som ligger udenfor der hvor funktionen er defineret.

Vi vil bestemme ekstrema for funktionen fra ovenstdende eksempel (eksem-
pel 11.6.3). Vi taster funktionen ind uden begraensninger og veelger Serlige punkter:
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R A7 D00 4L N 2
O f(x) = 2 — x> +x N ¢
O

A = Skeering(f, xAkse, —4.96000900 8

= (-0.48, 0) 4

*ee

o Ekstremum(f, —1.48, 8.44) 3

= B = (1.4, 2.08) B

*ee

O C = (2.6, 1.9)

*ee
By

D = Skeering(f, yAkse, (0, 1))

® A
= (0,1) -1 fo 1 2 3

GeoGebra siger at f har ekstrema i x = 1,44 og x = 2,6 Men vi husker nu,
at vi ignorerede begraensningerne, da vi tastede funktionen ind. Funktionen er
kun defineret for x > 2, og da 1,44 dermed ligger udenfor definitionsmaengden,
har funktionen kun ét ekstremum, og det er et globalt minimum i x = 2,6 med
minimumsveaerdi 1,9.

Dvelse 11.6.3

Lav ved hjelp a GeoGebra en funktionsundersggelse for funktionen f(x) =
2¢® — 5z%, hvor x € [—2;3[. Dvs. du skal bestemme:

a

b

Definitionsmeengde
Veerdimaengde

C

d

Nulpunkter
Fortegn
e) Monotoniforhold

f) Ekstrema

)
)
)
)
)
)
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Dvelse 11.6.4

Nar man tegner funktioner som er begraenses skal man huske at fa begraensnin-
gerne med og markere endepunkterne rigtigt.

a) Tegn funktionen fra ovenstéaende gvelse i GeoGebra

Krumningsforhold og vendetangenter i GeoGebra (A)

Har man et polynomium kan man bestemme krumningsforholdene ved hjeelp af
kommandoen VendePunkt.

Vi vil bestemme krumningsforhold og vendetangenter for funktionen f(x) =
a3 — 322 4 22 + 1 og skriver VendePunkt (f)

f(x) =3 —3x24+2x+2 Y 3

. A
A = VendePunkt(f) : 2
— (1,2)

—1/0 1 2

Vi ser at f har et vendepunkt i (1,2)). Vi skriver nu £''(0) og £''(2) for at
undersgge fortegnet for f” pa bege sider af vendepunktet.

a = f"(-1)

= -12

b = £(2)
=6
Vi ser at f” skifter fra negativ til positiv i x = 1. Det ma betyde at:
f er konkav pa | — oo; 1]

f er konveks pa [1; 00|

Kommandoen VendePunkt virker kun for polynomier, hvis man bruger den i al-
gebravinduet. I CAS-vinduet virker kommandoen for vilkéarlige funktioner. Kan
man ikke fa den til at virke, kan man bestemme krumningsforhold ved at bruge
CAS til at lgse ligningen f”(x) = 0.
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Vi vil bestemme krumningsforhold for funktionen f(x) = e* — z. Vi skri-
ver funktionen ind som normalt, hvorefter vi abner et CAS-vindue og skriver
Lgs(£f''(x)=0):

U

v o) Ny x=x= [ &

Funktion AJ 1 Los(f(x) = 0)
- {x=0.6931471806}

X2
O f(x) = € —x 5

Viser at f har muligt vendepunkt i z = 0,69. Vi tjekker nu om f” skifter fortegn
omkring det mulige vendepunkt:

a = f(0)

= -1

b = (1)
= 0.7182818285

Vi ser at f” skifter fortegn fra minus til plus, sa punktet er et vendepunkt og
f er konkav pa | — 00;0,69]
f er konveks pa [0,69; oo
@velse 11.6.5
Lad f(x) = 2% — 22
a) Bestem krumningsforhold for f

b) Bestem vendetangenter for f

Ekstra

Vi har set at man kan lave funktionsundersggelse med meget lidt matematisk

forstaelse ved hjeelp af GeoGebra. Vil man vise lidt mere forstaelse for hvad man

laver, anbefaler jeg at man undlader at bruge Szrlige punkter og VendePunkt.
I stedet kan man bruge CAS og kommandoen Lgs. Den kan bruges til at lgse

ligningerne:
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f(z) = 0 (for nulpunkter)
f'(x) = 0 (for monotoniforhold og ekstrema)
f"(xz) = 0 (for krumningsforhold og vendepunkter)

P& den made bliver man fri for det tunge (og nogle gange naermest umulige) arbejde
med at regne i handen, samtidig med at man far vist matematisk forstaelse.

11.7 Beviser til funktionsundersggelse

Toppunktsformlen

Kan I huske I de gode gamle dage pa forstear, hvor vi leerte at man kan finde
toppunktet for et andengradspolynomium ved formlen:

—b —d
T=(—2-9).
<2a’4a>

Vi skal nu se et bevis for denne formel. Vi skal bruge differentialregning til beviset,
hvilket ogsa er arsagen til det fgrst kommer nu og ikke under polynomier.

Satning 4.3.1 (Toppunktsformlen)

Toppunktet for et andengradspolynomium f(z) = ax?+bx +c med diskriminant
d, kan bestemmes ved:
—b —d
T=—,—]).
( 2a’ 4a >

Bevis
Vi skal finde toppunktet T:

N

Men det er jo det samme som at finde ekstremum! Det vil vi nu ggre pa tilsva-
rende made som vi plejer.

Fgrst finder vi f'(z). Vi ved at f(z) = ax® + bx + ¢, si:
f(z) = 2azx +b

Vi seetter f'(z) = 0:
2ax +b0=0
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Vi traekker b fra pa begge sider:
2ax = —b
og dividerer med 2a:
—b
2a
Vi har hermed fundet ekstremumsstedet, som ma veere forstekoordinaten til
toppunktet. Vi kan se det passer med formlen:

—b —d
Y
(2@’ 4a>

Vi regner nu andenkoordinaten. Det ggr vi ogsa pa seedvanligvis, dvs. vi ind-
saetter fgrstekoordinaten i forskriften:

(a0) =0 G) oG+

f<_b>— ﬁ—i—b_—b%—c

Tr =

Vi reducerer:

2a _a4a2 2a
Vi reducerer:
f<—b> G N —b* N
2a)  4da 2a ¢

Vi forleenger det midterste led med 2 (Vi ganger med 2 i teeller og neevner) og
vi forleenger det sidste led med 4a:

f<_b> :biJr _2b2+@
2a 4da 4a 4da
Vi saetter pa feelles brgkstreg:
—b b2 — 20 + dac
/ (2@) B 4a

Vi reducerer:

f (—b) _ —b% + dac

2a 4a
Vi genkender nu teelleren som —d (vi har jo d = b* — 4ac, sa derfor ma —d =
—b% + 4ac):
—b —d
o) =5
Vi har dermed fundet andenkoordinaten til toppunktet. Vi kan se det passer
med formlen: b d
T2 7
( 2a" 4a >
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Ekstrema (svaert og mest for A-niveau)
Saetning 11.3.1

Lad f veere en differentialbel funktion som er defineret pa et dbent interval I.

Hvis f har et ekstremum i 2y € I, sa er f'(zg) = 0.

Bevis

Vi vil se pa det tilfeelde, hvor ekstremum er et maksimum. Beviset er helt
tilsvarende, hvis der er tale om et minimum. S& antag at f har et maksimum i
xy € I:

At f har et maksimum i xzy € I betyder at der er et abent interval J omkring
xo hvor f(xg) er storre end eller lig med alle de andre funktionsveerdier. Altsa
at f(zg) > f(x) for alle x € J:

Fordi f er differentialbel i g ved vi at folgende graenseveerdi eksisterer:

fxo+ Ax) — f(x0)
Az—0 Az

Vi husker at nar vi har greenseveerdier, sa kan Ax bade kan veere positiv og
negativ. Vi vil nu undersgge graensevaerdien nar Az er negativ og derefter nar
Ax er positiv.
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Antag at Ax < 0:

Da f(zg) > f(z) for alle x € J, vil f(zog+ Az) — f(zg) < 0, nar Az kommer
tilstreekkelig teet pa nul.

S4 er vi teet pa zo, vil bade teeller og nsevner i broken £ (x°+AAx :2 —I@0) \ere nega-

tive, hvilket ggr brgken positiv.

Heraf kan vi konkludere at f’(xg) > 0 da den er givet ved greenseveerdien af en
brgk som altid er positiv.

Antag nu at Az > 0:

Her geelder stadigt at f(xg+ Az) — f(z9) < 0, nar Ax kommer tilstraekkelig taet

p& nul, men nu er Az > 0, s& broken £ ($°+A£—f (#0) bliver negativ.

Heraf kan vi konkludere at f'(xy) < 0 da den er givet ved graensevaerdien af en
brgk som altid er negativ.

Vi har nu vist at f'(z¢) > 0 og f'(x¢) < 0, hvilket ma betyde at f'(x¢) = 0.
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Kapitel 12

Beskrivende statistik

Beskrivende statistik handler om analysere og beskrive og et datamateriale. Jeg
vil gennem kapitlet forklare emnet med udgangspunkt i to eksempler.

1. T det forste eksempel har vi spurgt 10 unge (taenk en sporty udgave af en Niels
Brock elev) om hvor mange timer om ugen de bruger pa sport. Resultatet
var:

4,1,2,9,4,4,2,5,1,5

2. I den andet eksempel har vi malt hgjden, i cm, pa 25 unge:

159, 167, 183, 168, 176,
176, 166, 173, 166, 176,
178,179, 180, 177, 167,
166,173, 176, 161, 170,
177,165, 186, 187, 177

Tallene i de to eksempler kaldes observationer, og listerne med tal kaldes observa-
tionsseet. Vi vil ikke betragte observationssaettene som stikprgver. Dvs. vi vil ikke
bruge observationssaettene til at sige noget generelt om tid sport og hgjde. Vi vil
kun analysere, hvordan det ser ud indenfor de to grupper vi har spurgt.

De to eksempler adskiller sig ved maengden af forskellige observationer. I fgrste
eksempel er der kun fem forskellige observationer, mens der i det andet eksempel
er mange forskellige observationer. Har man mange forskellige observationer, som
i det andet eksempel, kan man blive tvunget til at "gruppere” observationerne
(dvs. samle dem i intervaller) for at lette beregningerne, og for at kunne lave nogle
mere overskuelige diagrammer. Vi starter med det mest simple, nemlig det forste
eksempel, som altsa ikke skal grupperes.
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12.1 Ugrupperede observationer

Vi tager udgangspunkt i en undersggelse, hvor vi har spurgt 10 unge om, hvor
meget tid de bruger pa sport om ugen. De har svaret

4,1,2,9.4,4,2.5.1.5

Denne liste kaldes observationssettet og hvert enkelt tal kaldes en observation.

Frekvenstabeller

Vi starter med at lave en frekvenstabel. Den ser séledes ud (forklaring fglger bag-
efter):

Observation (z;) | Hyppighed (h;) | Frekvens (f;) | Summeret frekvens (F;)
1 2 0,2 0,2
2 2 0,2 se gv. 12.1.4
4 se gv. 12.1.2 0,3 0,7
5 2 0.2 0,9
9 1 se gv. 12.1.3 1

Observation (z;)

Forste sgjle viser de forskellige observationer. Fordi der er fem forskellige obser-
vationer er der fem tal i denne sg@jle, selvom der er ti observationer i alt. Vi skriver
observationerne i raekkefplge fra mindste til storste. Vi ser at der star (x;) efter
"Observationer”. Det betyder at den fgrste observationen i sgjlen betegnes 1, den
naste xo osv.12.1.4

Eksempel: x3 = 4 fordi den tredje observation er 4.

Med udgangspunkt i frekvenstabellen.
a) Aflees x4

Hyppighed (%)

Neaeste sgjle viser hyppigheden, som er antallet af gange den enkelte observation
optraeder i observationssaettet.
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Eksempel: hs; = 1, da den femte observation er 9 og vi kun har ét nital blandt i
vores oprindelige liste med observationer.

Dvelse 12.1.2
Med udgangspunkt i observationsseettet.

a) Bestem hg

Frekvens (f;)

Frekvensens kaldes ogsa den relative hyppighed fordi den viser, hvor stor en del
den enkelte hyppighed udggr ud af det samlede antal observationer. Formlen for
frekvens er

Eksempel f, = % =0,2:

At fo = 0,2 betyder at 20% af de unge brugte 3 timer pa sport (da xs = 3).
Dvelse 12.1.3
Med udgangspunkt i tabellen

a) Bestem f5

b) Fortolk f5

Summeret frekvens (F})

Summeret frekvens, ogsa kaldet kumuleret frekvens, er frekvensen lagt sammen
med af alle de foregaende frekvenser. Altsa

F=f
Fy=f1+ f
F3s=fi+ fa+ f3

Eksempel: F5 = fi1 + fo+ f3=0,24+0,24+0,3=0,7
At F3 = 0,7 betyder at 70% af de unge dyrkede sport hgjst 4 timer om ugen.

415



Med udgangspunkt i frekvenstabellen
a) Bestem F,
b) Fortolk F,

Outliers

En outlier er en observation, som afviger meget fra de andre. Er der en eller flere
outliers, kan det skyldes fejl i datamaterialet, men sadan er det ikke altid. Hvis det
er en fejl, bgr man sortere outlieren fra, inden man laver statistik. Problemet er
sa bare, hvordan man afggr om der er tale om en fejl. Hvis man f.eks. undersgger,
hvor langt elever har til deres skole, og der er en som svare 800 km, er det nok en
fejl (maske mente eleven 800 m), og man bgr sortere dette datapunkt fra. I andre
tilfeelde kan det veere svaerere at afggre.

I vores observationssaet ligger observationen 9 lidt lang veek fra de andre og kan
karakteriseres som en outlier, men der er ingen fast definition pa hvad en outlier er
og jeg ville personligt ikke karakterisere den som en outlier. Der findes flere mere
eller mindre tekniske metoder til at afggre om en observation er en outlier, men
de giver forskellige resultater, da det i sidste ende er subjektivt. Outlier eller ej,
sa bgr man ikke sortere observationen 9 fra, da vi ikke har grund til at tro, at der
er noget galt med den observation.

Diagrammer for ugrupperede observationer

Ud fra frekvenstabellen kan vi nu tegne to diagrammer. Tabellen sa altsa saledes
ud:

Observation (z;) | Hyppighed (h;) | Frekvens (f;) | Summeret frekvens (F;)
| 2 0,2 0,2
2 2 0,2 0,4
4 3 0.3 0,7
5 2 0,2 0,9
9 | 0,1 1
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Pindediagram

Vi kan illustrere fordelingen af tidsforbrug med et pindediagram, som viser hyp-
pighederne af hver observation.

Pindediagram

Hyppighed

T I T T T I

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Timer brugt pa sport

Ved at kigge pa diagrammet kan vi fa et hurtigt overblik over tidsforbruget. Pin-
dediagrammer er ikke gode hvis man har for mange observationer, sa der kommer
uoverskuelig mange pinde. I det tilfeelde er det bedre at gruppere observationerne
(mere om det senere).

Trappediagram

Trappediagrammet bliver brugt til at illustrere den summerede frekvens. Vi af-
seetter et punkt for hver observation, hvor andenkoordinaten er den summerede
frekvens. Derefter forbinder vi punkterne med linjer som vist her:

Trappediagram

100% - T

5
& %
S
2 50% -
=
=
)
@92 95% A

Timer brugt pa sport
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Trappe diagrammet kan bruges til at bestemme en procentdel af observationer-
ne. Gar vi ud fra f.eks. 30% pa andenaksen far vi observationen pa 2. Denne
observation kaldes 30%-fraktilen. At 30%-fraktilen er 2 betyder at mindst 30%
af observationer er pa 2 eller derunder. Vi betegner 30%-fraktilen med z3 (da
30% = 0,3) og den er vist her:

Trappediagram med kvartiler

100% - li

Z

& 7%

S

é 50% 4 30%
-l
N 925% ~

Timer brugt pa sport
Vi vil vende tilbage til fraktilerne i naeste afsnit.

Dvelse 12.1.5

Med udgangspunkt i observationssaettet 7,0,4, 7:
a) Lav en frekvenstabel.
b) Tegn et pindediagram med papir og blyant.

c) Tegn et trappediagram med papir og blyant.

)
)

d) Aflees fraktilen x( g2 pa trappediagrammet.
)

e) Forklar betydningen af xg¢2 .

12.2 Deskriptorer for ugrupperede observationer

En deskriptor er det tal som indeholder information om observationsseettet. Du
kender sikkert gennemsnit, median og typetal fra folkeskolen. Det er alle sammen
eksempler pa deskriptorer.
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Vi vil nu bestemme deskriptorer for eksemplet med tid brugt pa sport blandt de
5 unge. Vi vil tage udgangspunkt i frekvenstabellen fra sidste afsnit

Observation (z;) | Hyppighed (h;) | Frekvens (f;) | Summeret frekvens (F;)
| 2 0,2 0,2
2 2 0,2 0,4
4 3 0,3 0,7
5 2 0,2 0,9
9 1 0,1 1

Typetal

Typetallet er den observation som optraeder flest gange. Her er det observationen
4, som har hyppigheden 3. Er der to eller flere observationer som deler den hgjeste
hyppighed, er der bare flere typetal.

Storste og mindsteveerdi

Sterstevaerdien (max) er den stgrste observation og mindstevaerdien (min) er den
mindste observation. Vi har

min = 1

max = 9

Variationsbredde

Variationsbredden er afstanden fra mindste til stgrsteveerdi. Vi har altsa
max —min=9—1=38
Variationsbredden er altsa 8.

Der der dyrker mest sport, dyrker altsa sport i 8 timere leengere end den som
dyrker mindst sport.
Fraktiler (z,)

Vi mgdte fraktilerne i sidste afsnit, hvor vi aflaeste dem pa trappediagrammet.
Mere preecist er p-fraktilen defineret som den mindste observation som har en
summeret frekvens pa mindst p.
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Eksempel: Vil vi bestemme z g skal vi altsa finde den mindste observation, som har
en summeret frekvens pa mindst 0,8. Vi kunne aflaeese den pa trappediagrammet,
men det gider vi ikke at tegne, sa vi kigger bare i frekvenstabellen og ser at den
forste observation som har en summeret frekvens pa over 0,8 er 5. S& zpg = 5

Alt xpg = 5 betyder at mindst 80% af de unge dyrkede sport hgjst 5 timer om
ugen.
Kvartilsaet og median
Vi definerer kvartilerne og medianen som nogle seerlige fraktiler.
« Fraktilen x5, kaldes ogsa nedre kvartil og betegnes med ;.
« Fraktilen x50, kaldes ogsa medianen og betegnes med m.
 Fraktilen z¢ 75, kaldes ogsa gvre kvartil og betegnes med @)s.

Nogle laerebgger definerer kvartiler/median lidt anderledes, og maske har du leert
en anden metode i folkeskolen. Men det betyder dog ikke, at kvartilerne pludselig
far en helt anden betydning. De betyder stadig nogenlunde det samme og med
store datasaet gor det ikke rigtigt nogen forskel.

Her er kvartilerne illustreret pa trappediagrammet:

Trappediagram med kvartiler

100% - li

T8 - mmm oo

50% -----------------

Summeret frekvens

25% ---11tr-

O e Lt

Observationer

De tre kvartiler tilsammen kaldes kvartilsaettet og opskrives som (Qq, m, Q3)
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Vi aflaeser medianen til at veere 4 og kvartilsaettet til at veere (2,4,5). Det bety-
der:

o Mindst 25% af de unge dyrkede sport i hgjst 2 timer om ugen.
o Mindst halvdel af de unge dyrkede sport i hgjst 4 timer om ugen.
o Mindst 75% af de unge dyrkede sport i hgjst 5 timer om ugen.
Ofte vil man tillade en mere simpel omend lidt upraecis fortolkning og skrive:
o En ud af fire af de unge dyrkede sport under 2 timer om ugen.
« Halvdelen af de unge dyrkede sport under/over 4 timer om ugen.
e En ud af fire af de unge dyrkede sport over 5 timer om ugen

Kvartilsaettet (Q1,m,Q3) kan illustreres sammen med mindsteveerdien, min, og
storstevaerdien, max, i et boksplot:

Boksplot

| 4{

|

T T T T T
min Qp ™ @3 max

For vores observationer vil det se saledes ud:

Boksplot

— :

T T T T T

1 2 4 5 9

Kvartilsaettet hedder kvartilseettet fordi det deler observationerne i kvarte og det
bliver tydeligt, nar man betragter boksplottet. De forste 25% af observationerne
ligger mellem 1 og 2, de naeste 25% ligger mellem 2 og 4, osv.

Kvartilafstand

Kvartilafstanden er afstanden mellem nedre og gvre kvartil, dvs. Q35— ). Vi regner
kvartilafstanden til at veere:
5—2=3
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Kvartilafstanden er altsa 3, hvilket viser spaendet i tidsforbrug blandt de midterste
50%, dvs. bredden af boksen i boksplottet. Den kan opfattes om et udtryk for den
typiske forskel i tid brugt pa sport blandt de 10 unge.

Gennemsnit

Gennemsnittet er pr. definition summen af observationerne delt med antallet af
observationer. Praecis som I har leert i folkeskolen. Vi betegner gennemsnittet med
T. Gennemsnittet kan ogsa regnes ud fra frekvenstabellen vha. seetningen:

Satning 12.2.1

Gennemsnittet 7 kan bestemmes ved fglgende formel:
T=x1- fitx fot o+ fi

hvor z1, z9, . .., x; er de forskellige observationer og fi, fo, ..., fi er de tilhgrende
frekvenser.

Vha. formlen regner vi gennemsnittet for vores observationssaet:

Ty fitxec fot o+ fi
1-02+2-024+4-0,34+5-0,249-0,1
3,7

T

Varians

Variansen er en deskriptor som fortaeller noget om hvor spredte observationerne
er. Vi vil ikke g& i detaljer med hvordan den skal fortolkes, fordi vi primeert vil
bruge den som mellemregning til at finde standardafvigelsen, som er beskrevet som
neeste deskriptor. Variansen betegnes o2 (bogstavet er graesk og udtales "sigma”)
og kan beregnes vha. seetningen:

Satning 12.2.2

Variansen o2 kan bestemmes ved folgende formel:
02 - (371 _T)2'fl+($2—T)2-f2+..._|_(xk_f)2_fk

hvor T er gennemsnittet x1, zo, . . ., x; er de forskellige observationer og f1, fo, ..., fr
er de tilhgrende frekvenser.
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Vi regner variansen for vores observationssaet.

o’ =(x1 =7 fi+ (2 —T)* fot+ (23—7)" f3
+ (24 —T)? - fi+ (25 — T)2 - f
=(1-37)2-02+(2-37)2-02+(4-37%-03
+(5-3,7%-02+(9-3,7)?%-0,1

Standardafvigelse

Standardafvigelsen (kaldes ogsa spredningen) er en deskriptor, som kun fa elever
kan finde ud af at udtale rigtigt.

QDvelse 12.2.1

Laes navnet pa "standardafvigelse” igen. Star der:

a) standardafgivelse?

b) standardafvigelse?

Standardafvigelsen er (lgst fortolket) et mal for hvor meget observationerne typisk
afviger fra gennemsnittet. Den kan regnes ved formlen:

o =Vo2=1/521=228

Den gennemsnitlige tid brugt pa sport er altsa 4 men en typisk elev bruger 2 timer
mere eller mindre end dette.

Standardafvigelsen er bade meget vigtig og til stor forvirring for mange elever. Er
man skrap, kan man laese mere om den i afsnit 12.7. Ellers ma man vente til kapitlet
om normalfordeling (kapitel 15), hvor den bliver lidt mere handgribelig.
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Dvelse 12.2.2

Betragt observationssaettet 7,0,4,7
a) Lav en frekvenstabel (hvis du ikke har gemt den fra sidste afsnit)
b) Bestem typetallet

¢) Bestem storste og mindsteveerdi

o,

) Bestem variationsbredden

) Bestem 0,2-fraktilen

@

f) Bestem kvartilsaettet
g) Bestem medianen
h) Bestem kvartilafstanden

i) Bestem gennemsnittet

)
j) Bestem variansen
)

k) Bestem standardafvigelsen

Centralmal og spredningsmal

Nar vi laver statistik er vi iseer interesseret i:
1. At fa et overblik over hvordan observationerne fordeler sig.
2. At bestemme den typiske observation.
3. At bestemme hvor spredte observationerne er.

Det fgrste punkt klares med diagrammerne. For ugrupperede observationer vil vi
som regel lave et pindediagram. De to naeste punkter klare vi med deskriptorer.
En deskriptor som viser den typiske observation kaldes et centralmal, fordi den
viser hvor midten, dvs. den centrale observation, ligger. Et centralmal kaldes ogsa
et positionsmal. En deskriptor som viser hvor spredt observationerne er kaldes et
spredningsmal. Vi har:

Centralmal: Gennemsnit, median, typetal
Spredningsmal: Variationsbredde, kvartilafstand, varians, standardafvigelse.

Nar vi skal beskrive et observationsseet vil vi typisk veaelge et diagram, et central-
mal og et spredningsmal. I mange tilfeelde vil et godt valg veere et pindediagram,
gennemsnittet og standardafvigelsen. Vi vil som regel ikke vaelge variansen da stan-
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dardafvigelsen har de samme fordele som variansen, men giver et klarere billede
af den typiske spredning. Hvilke deskriptorer man veelger afhaenger af situationen.
F.eks. er gennemsnittet et darligt centralmal til at beskrive den typiske indkomst
for en dansker. Det skyldes at der er nogle fa meget rige mennesker som hiver gen-
nemsnittet langt op, sa her er medianen et bedre valg. Hvis man derimod skal bage
en kage med to kilo &bler er det bedst at tage udgangspunkt i gennemsnitsvaegten
af @eblesorten, nar man skal finde ud af hvor mange aebler man skal kgbe.

12.3 Grupperede observationer
Nu vil vi lave en frekvenstabel for de malte hgjder blandt de 25 unge:

159, 167, 183, 168, 176,
176,166, 173, 166, 176,
178,179, 180, 177, 167,
166,173, 176, 161, 170,
177,165, 186, 187,177

Da der er mange forskellige observationer er det smart at grupperer observationer-
ne. Det betyder at vi samler observationerne i intervaller, sa vi ikke leengere holder
styr pa veerdien af den enkelte observation — kun i hvilket interval den befinder
sig i. Frekvenstabellen kommer til at se saledes ud (forklaring folger)

Interval |intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F})

1150; 160] 155 1 0,04 0,04

]160; 170] 165 9 0,36 0,40

]170; 180] 175 12 0,48 0,88

1180; 190] 185 3 0,12 1
Interval

Vi har valgt at inddele observationerne i 4 intervaller. Det er en forholdsvis grov
inddeling, men vi er dovne, og en grov inddeling giver os mindst arbejde. Inter-
vallerne skal tilsammen daekke alle observationerne.
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Intervalmidtpunkt

Det er midten af intervallet. I vores eksempel har vi lavet "peene” intervaller, sa
det er oplagt, hvor midten er. Ellers kan vi finde midtpunktet med formlen:

_venstre endepunkt + hgjre endepunkt
N 2

m;

Eksempel: Midtpunktet af intervallet [160; 170] regnes ved:

160 4 170
my = er = 165

Hyppighed
Her teeller vi hvor mange observationer der ligger i det pagaeldende interval.

Eksempel: Det fgrste interval hedder |150; 160]. Nar vi finder hyppigheden hgrende
til dette interval skal vi altsa teelle alle observationerne der er over 150 men under
eller lig med 160. Der er kun en enkelt observation, nemlig 159 som ligger i dette
interval sa h; = 1.

Frekvens og summeret frekvens

Intet nyt her.

Diagrammer for grupperede observationer

Vi kan ikke tegne de samme diagrammer for grupperede observationer som for
ugrupperede. Vi kan f.eks. ikke tegne et pindediagram fordi vi ikke har placeringen
af de enkelte observationer. Vi ved kun hvilke intervaller de befinder sig i. I stedet
tegner vi et histogram. Vi tager igen udgangspunkt i frekvenstabellen:

Interval |intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F;)
1150; 160] 155 1 0,04 0,04

]160; 170] 165 9 0,36 0,40

]170; 180] 175 12 0,48 0,88

1180; 190] 185 3 0,12 1

Histogrammet ser saledes ud (forklaring fglger):
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Histogram

10%

150 160 170 180 190
Hgjde malt i cm

Vi ser at der er boks gverst til venstre, hvor der star 10%. Det er fordi det er arealet
og ikke hgjden af sgjlerne som har betydning. Ud fra hvert interval er der nemlig
tegnet en sgjle som har et areal der svarer til frekvensen. Vi kan vurdere denne
frekvens ved at sammenligne med boksen, som altsa har et areal pa 10%. Kigger vi
f.eks. pa sgljen over intervallet |180; 190], ses det at den har et areal som er en anelse
stgrre end den 10%-boksen, sa frekvensen for intervallet er altsa lidt over 10%.
Kigger vi i frekvenstabellen kan vi se at den ma veere pa 12%. Histogrammet har
tilsvarende funktion som pindediagrammet. Det giver et overblik over fordelingen
af observationer.

Meget ofte har vi intervaller med samme bredde. I det tilfaelde er det i orden

at bruge frekvensen som hgjde af sgjlerne. Ggr vi det ser histogrammet saledes
ud:
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Histogram
50% A

40% -

30% -

20% -

10% -

150 160 170 180 190
Hgjde malt i cm

Det er lidt nemmere, end hvis man skal teenke i arealer. Men husk man ma kun
gore det pad den made, nar intervallerne har samme bredde!

Sumkurve

Sumkurven er den grupperede udgave af trappediagrammet. Man laver en sum-
kurve pa fglgende made:

1. Man afseetter et punkt, med venstre intervalendepunkt fra ferste interval
som fgrstekoordinat og 0 som andenkoordinat.

2. Man fortseetter ved at afsaette punkter, s& man har de hgjre intervalende-
punkter som fgrstekoordinat og de summerede frekvenser som andenkoordi-
nater.

3. Til sidst forbinder man punkterne med linjestykker.

Med udgangspunkt i samme frekvenstabel:
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Interval |intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F})
1150; 160] 155 1 0,04 0,04
]160; 170] 165 9 0,36 0,40
]170; 180] 175 12 0,48 0,88
1180; 190] 185 3 0,12 1

Far vi:
Sumkurve
. 100% -
g
S 75% -
£ 50% -
:
2 25%
L;)O lé() 1%0 léO 15130

Vi bruger sumkurven til at afleese fraktilerne. Som eksempel har vi her afleest g g

til at veere ca. 178,3:

100% -
75% 1
50% -

25% A

Summeret frekvens

Hgjde malt i cm

Sumkurve

T
150

Her er kvartilseettet markeret:

T T
160 170

T
180

Hgjde malt i cm
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Sumkurve

100% -

75% -

50% -

Summeret frekvens

25% -

T T T T T
150 160 170 180 190
Hgjde malt i cm

Vi afleeser kvartilseettet til at veere (166,172, 177), hvilket lgst sagt betyder at en
fjerdedel af de unge var under 166 cm, halvdelen var under 172 og en fjerdel var
over 177 cm. Ved ugrupperede observationer kunne vi ogsa aflaese kvartilseettet i
frekvenstabellen, men der ikke muligt for grupperede observationer. Vi er tvunget
til at lave en sumkurve.

QDvelse 12.3.1

Betragt observationssaettet:

11,11, 12,13, 14,
15,21, 21,23, 24,
25, 25,27, 28, 30,

30, 32, 33, 39,40
a) Lav en frekvenstabel hvor du inddeler observationerne i intervallerne |10, 20],
120, 30] og |30, 40].
b) Tegn et histogram med papir og blyant.
c) Tegn en sumkurve med papir og blyant.

e) Bestem kvartilseettet og giv en lgs fortolkning.

)
)
d) Bestem 40%-fraktilen og forklar hvad den betyder.
)
)

f) Bestem kvartilafstanden.
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12.4 Deskriptorer for grupperede observationer

Vi vil tage udgangspunkt i frekvenstabellen for hgjden pa de 25 unge:

Interval |intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F})
1150; 160] 155 1 0,04 0,04

]160; 170] 165 9 0,36 0,40

]170; 180] 175 12 0,48 0,88

1180; 190] 185 3 0,12 1

Er man god til at regne deskriptorer for ugrupperede observationer er det nemt
at tilpasse sig til de grupperede observationerne, nar man blot husker pa at bruge
intervalmidtpunkterne som observationer.

Typeinterval

Typeintervallet er det interval som optraeder flest gange. Det er intervallet | 170; 180],
som har hyppigheden 12. Er der to eller flere intervaller som deler den hgjeste hyp-
pighed, er der bare flere typeintervaller.

Fraktiler (z,)

Ligesom ved ugrupperede observationer er p-fraktilen den mindste observation,
som har en summeret frekvens pa mindst p. Vi kan dog ikke aflaese den ud fra
frekvenstabellen, da vi ikke har de enkelte observationer. I stedet ma vi afleese den
pa sumkurven som forklaret i afsnit 12.3.

Kvartiler, kvartilsaet og median

Bortset s&endringen i den méde man finder fraktiler (og dermed ogsa kvartiler) er
der ingen esendringer i forhold til ugrupperede observationer. I sidste afsnit aflaeste
vi kvartilseettet (pa sumkurven) til at veere (166,172, 177).

Kvartilafstand

Igen ingen forskel i forhold til ugrupperede observationer, sa kvartilafstanden bli-

ver
177 — 166 =11

Sa spaendet i hgjde hos den midterste halvdel er pa 11 cm.
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Gennemsnit

Vi regner gennemsnittet med formlen:
T=mi-fitma- fot -ty fi

Vi ser at det er samme formel som for ugrupperede observationer, bortset fra at
intervalmidtpunktet erstatter observationerne. Hvis observationerne ligger jeevnt
fordelt i intervallet vil midtpunktet nemlig vaere en god repraesentant for observa-
tionerne. For vores observationer bliver det:

T=my-fi+mo-fot+- - +mp- fi
=155 - 0,04 + 165 - 0,36 + 175 - 0,48 + 185 - 0,12
~171,8

Varians

Variansen betegnes o2 regnes med formlen:
2 _ )2 2 2
o= (m1—7)" fi+(m2—7)" fot -+ (mp —T)" fi

Igen ser vi, at det er samme formel som for ugrupperede observationer bortset fra

at intervalmidtpunktet erstatter observationerne. For vores observationer bliver
det:

o’ =(mi—T)* fi+(ma—T)* fot -+ (mp—T)" fi

(155 — 171,8)*- 0,04 + (165 — 171,8)* - 0,36
+ (175 — 171,8)* - 0,48 + (185 — 171,8)*- 0,12
=53,76

Standardafvigelse

Standardafvigelsen er stadig kvadratroden af variansen. Sa for vores observationer
bliver det:

o =Vo?=/53,76 = 17,33

Sa de unge har altsa en gennemsnitshgjde pa 171,8, men den typiske unge har
altsd en hgjde som afviger med ca. 7 cm fra dette.
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QDvelse 12.4.1

Vi vender tilbage til observationssaettet fra gvelse 12.3.1:

11,11,12,13, 14,
15,21,21,23, 24,
95,25, 27,28, 30,
30,32, 33, 39, 40
a) Lav en frekvenstabel hvor du inddeler observationerne i intervallerne |10, 20],
120, 30] og |30, 40]. Du ma godt genbruge den du lavet i gvelse 12.3.1.
b) Bestem typeintervallet

c) Bestem gennemsnittet.

)
)

d) Bestem variansen.
)

e) Bestem standardafvigelsen fortolk den.

12.5 WordMat statistik

Det er besveerligt at lave statistik med papir og blyant. Derfor vil vi fremover pri-
maert bruge et veerktoj til at lave statistik. Valget er faldet pa WordMat-statistik,
som er et Excel-ark som er en del af WordMat-pakken. Har man WordMat instal-
leret kan man abne statistikdelen ved at klike her:

[ Automatisk lagring @Fra (1) o - Dokument1

Hjem Indszet  Tegning Design Layout Referencer Forsendelser Gennemse Vis WordMat © Fortsel mig det

9% Procent v [ sands. v [} Mat A 7 > {(‘2’}‘ Beregn v 3 Omskriv v g i’ . |:|:|:| .

E Les Ligning(er) v I_., Infinites. v
Indst. , Vis Graf 3D Plot " Statistik
@ Geometri v vektor v ﬁ Kemi N vid f\ Definitioner v A, WolframA v

f\ Funktioner v I_‘ inf, v n Fys E rad

Tryk ”Aktivér Makroer” og du vil nu se et Excel-ark dukke op.

Man behgver dog ikke at installere WordMat for at kunne bruge det. Du kan
downloade det her.

Dvelse 12.5.1
Aben Word.
a) Aben WordMat-statistik.

Vi vil tage udgangspunkt i observationssaettet med hgjder pa unge som vi tidligere
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har behandlet. Jeg har veeret flink og skrevet det ind i Excel. Download det her.
Du skal paste observationerne fra Excel filen ind under observationer:

i i | Interval
Optalling / gruppering Prikdiagram
Start  Slut lengde
Valg:| Dataszt1 | | | [ |
Al
Kopier til gvrige ark
Ra data Ugrupperet optaelling Grupperet optaelling
Obs. Obs. i start siut Hyppighed
(o}
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
Ettern er 4% Histogram

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8
Observationer

Vi copy-paster observationerne fra Excel-arket ind og trykker pa "Kopier til gvrige
ark”:

Optalling / gruppering h Interval Prikdiagram
Start Slut laengde
Valg:| Dataszet 1 | | [ |
Kopier til gvrige ark N
Ra data Ugrupperet optalling Grupperet optalling
Obs. | Obs. i Start Siut Hyppighed
159 159 1
161 161 1
165 165 1 o o o000 O o0 oo000O0 o o0
166 166 1 . . . . . . . )
167 167 1 155 160 165 170 175 180 185 190
168 168 1
170 170 1 Ettern er 4% Histogram
173 173 1
174 174 1
176 176 1
177 177 1
178 178 1
179 179 1
180 180 1
183 183 1
186 186 1
187 181 i 11,5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7,5 8
| Observationer

Ugrupperede observationer i WordMat

Vi vil starte med at behandle observationerne som ugrupperede observationer.
Tidligere i kapitlet har vi behandlet disse observationer som grupperede, men
fordi vi nu ikke selv skal lave beregninger, kan vi ligesa godt regne pa dem som
ugrupperede observationer. Nar man grupperer smider man nemlig information
veek, og det vil vi helst ikke, hvis der ikke grund til det.

Vi trykker pa fanen "Ugrup”:

434


./assets/hoejder.xlsx
./assets/hoejder.xlsx

186
187

7
8
po 177
0

Og far dette:

F il S
4B U grupperede Observationer Deskriptorer
. |Hyp. [Frekvens |kum.Frekv.] Udv. kvartilsaet EOkSPICt
1 6% 6% Mindste | 159
1 6% 12%| Nedre 167
1 6% 18%| Median 174
1 6% 24%| Bure 180 I I
1 6% 29%|Sterste | 187 | |
1 6% 35%|observation " Frakil
1 6% 41%
1 6% 47%|
1 6% 53% u 173
1 6% 59%| a 8,12| 155 160 165 170 175 180 185 190
1 6% 65%)| S 8,37 100%
T 6%l 71% Trappediagram
1 6% 76%
1 6% 82% 75% =
1 6% 88% ’—'_]
1 6% 94% 0%
1 6% 100% | .I

25%

0%

157 162 167 172 177 182 187
Prikdiagram 12 indediagram

1
0,8
0,6
0,4
0,2

o e e000 © oo eoo0o00 ) oo
r T T T T T T 1 0 T T T v
155 160 165 170 175 180 185 190 155 160 165 170 175 180 185 190

Vi ser:

 Frekvenstabellen. Den summerede frekvens hedder her "Kum. Frekv." (kumuleret
frekvens).

e En boks med Deskriptorer. Den er rimeligt selvforklarende, men altsa:
Mindste: Mindsteveerdien min.
Nedre: Den nedre kvartil ()4
Median: Medianen m
Avre: Den gvre kvartil Q3
Stgrste: Stgrsteveerdien max.

p: Gennemsnittet.
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o: Standardafvigelsen.

s: Estimat af standardafvigelse ud fra stikprgve. Denne vil du hgre mere om
i et senere kapitel.

« Et boksplot, et trappediagram, et pindediagram og et prikdiagram (som vi
dog ikke har lert om).

Vi kan tilmed finde fraktiler. Her har jeg fundet 10%-fraktilen ved at skrive 10%
under "Fraktil”:

Deskriptorer

: Udv. kvartilszet
%] Mindste 159
%] Nedre 167
%] Median 174
%| @vre 180
%] Stgrste 187
%|obsenation  Fraktil
% 161|( 10%
%

" 173
% ) 8,12
% S 8,37
v

Jeg ser at 10%-fraktilen er 161.
Vha. WordMat-statistik kan vi altsa finde alle de besvaerlige deskriptorer. Det er
nemt at finde resten ud fra deskriptorerne fra WordMat.
Dvelse 12.5.2
Med udgangspunkt i screenshottet ovenover.
a) Bestem variationsbredden

b) Bestem kvartilafstande

¢) Bestem variansen

Grupperede observationer i WordMat

Der er en enkelt ting vi ikke er helt tilfredse med. Vi mangler et godt diagram. Nar
man har mange forskellige observationer er pindediagrammet nemlig ikke leengere
godt. Vi ser at vi har en masse pinde med samme hgjde og det er sveert at overskue.
Vi har brug for et histogram. Det er heldigvis nemt at lave. Vi klikker pa fanen
"data” for at komme tilbage til vores data:
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Vi kan gruppere data her. Vi skal bruge fgrste intervalendepunkt fra ferste interval,
sidste intervalendepunkt fra sidste interval og sa leengden pa intervallerne. Laeg
maerke til hvordan man helt praecis skal skrive tallene ind. Af en eller anden grund
gar det altid galt.

ABC Db |E F | G | H |1l

Optalling / gruppering Interval
1 Start Slut lengde
2 velg:| Datosetl | 150]  190] 10|
w
Kopier til gvrige ark

R data Ueruoperet optaelling Grupperet optaelling

WordMat inddeler nu selv data i intervaller og vi far et histogram som vi kan
bruge som diagram:

. A |B| C D |E| F G H Il o P Q R s T
Optzelling / gruppering ) Interval Prikdiagram
Start Slut lengde
velg| Dataszt1 | [ 1s0]  190] 10]
Kopier til gvrige ark N
£l R3 data Ugrupperet optzlling Grupperet optlling
L3 Obs. Obs. i start siut
159 159 1 150 160 1 °
167 161 1 160 170 9 ® oo
183 165 1 170 180 12 o o 0220 (o] oo 22000 o o0
168 166 3 180 190 . . . . . . . )
176 167 2 155 160 165 170 175 180 185 190
176 168 1
166 170 1 Et tern er 4% Histogram
173 173 1
166 174 1
176 176 4
178 177 3
179 178 1
180 179 1
177 180 1
167 183 1
166 186 1
174 287 1 150 155 160 165 170 175 180 185 190
176 Observationer
Ten

Vi skal lige @endre titlen pa aksen sa den passer til vores data (det er hgjde vi har
malt):

Ettern er 4% Histogram

150 155 160 165 170 175 180 185 190
Hgjde malti cm
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Hvis vi klikker pa fanen "Grup” kan vi se en sumkurve ogsa:

Sumkurve
100% T

75% +

\\

50% +

25%

NENEREEAAS

5
IR

150 160 170 180 190 200
Hgjde malticm

Vi kan ogsa se deskriptorer for grupperede observationer, men der er ingen grund
til at bruge dem, da de bare er en upreecis udgave af de ugrupperede observationer.
Nar der ikke er nogen tidsbesparelse, kan man ligesa godt ggre det sa praecist som
muligt. Hurra for opfindelsen af computeren.
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Dvelse 12.5.3

Pa en rideskole havde de en konkurrence om hvem der havde den hurtigste hest.
Du kan se en oversigt over tiderne her. Du skal nu lave en komplet statistisk
analyse af tiderne. Du ma gerne (og bgr) bruge WordMat-statistik.

a) Vurder om er er nogle outliers

b) Grupper observationerne med start pa 70, slut pa 100 og en intervalbredde
pa b

Lav et diagram som viser fordelingen af tider.

Bestem og fortolk mindste og stgrstevaerdien.

Bestem og fortolk variationsbredden.

Bestem og fortolk typeintervallet.

)
)
)
)
g) Bestem og fortolk kvartilsaettet.
) Bestem og fortolk kvartilafstanden.
) Bestem gennemsnittet.
) Bestem variansen.
)

Bestem og fortolk standardafvigelsen. Inddrag gennemsnittet i din fortolk-
ning.

12.6 Beviser til statistik

Vi starter med at skrive den saetning op, vi vil bevise:

Satning 12.2.1

Gennemsnittet T kan bestemmes ved fglgende formel:
T=x1-fitae fotHap fi

hvor z1, z9, . .., x; er de forskellige observationer og fi, fo, ..., fi er de tilhgrende
frekvenser.

Bevis

Gennemsnittet betyder alle observationerne lagt sammen divideret med antallet
af observationer. Vi starter med at finde summen af observationerne. Vi husker,
at x1,xs,...x; betegner de forskellige observationer, og hver enkelt observation
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optraeder potentielt flere gange, sa derfor skal vi gange hver observation med
dens hyppighed for at finde summen af observationerne:

Sum af observationer = x1 - hy +x9 - ho + -+ + x1 - hy,

Da der er n observationer betyder det, at gennemsnittet ma veere givet ved:

x1-hi+x9-ho+ -+ a1 - hy

T =
n
Vi deler brgken op:
_ x1-h1 xa-hy xi - hy
xrT =
n n n
Saetter z’erne ned foran:
h h h
T=21— + Ty e+ T
n n

Men hyppighed delt med samlet hyppighed er jo frekvens:
T=mx1-fit+xo fot -+ 2k [

og seetningen er bevist.

12.7 Ekstra statistik

I dette afsnit skal vi fgrst se pa en smart made at opskrive summer pa, derefter
skal vi se pa beregning af gennemsnit og varians uden fgrst at sortere observa-
tionssaettet. Til sidst skal vi se et argument for hvorfor standardafvigelse er et
godt spredningsmal.

Summationstegn

Nar vi arbejder med statistik har vi ofte behov for at opskrive lange summer. Det
kan ggres pa en mere effektiv made end det jeg har gjort igennem kapitlet. Lad
os springe direkte ud i et eksempel:

Tegnet 3 kaldes et summationstegn skrivemaden betyder at vi skal regne det der
star efter tegnet, dvs. 4 -4, for + = 1 op til + = 3 og sa leegge det hele sammen.
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Altsa

3
S 4-i=4-144-244-3=24
i=1

Vi vil regne summen >}, (i2 — 3):

4
(?=3) =(1"—3)+(2° = 3) + (3* = 3) + (4* - 3)
i=1
=—24+14+6+13
=18
Dvelse 12.7.1
Regn fglgende summer:
a) L)1
b) $9 4% — i
Dvelse 12.7.2

Opskriv fglgende summer med summationstegn
a) 3+6+9+12415
b) 24448+ 16 + 32 4 64 (maske lidt sveer)

Har vi tre tal x1, 9 og x3, sa er:
3
ZSE‘Z' =21+ T2+ T3
i=1
Har vi n forskellige tal x1, xo, ..., x,, sa er:

n
DT =1+ T2t a3+ @y
=1

Vi ser af eksemplet at vi kan opskrive lange summer pa kort form og samtidig
slippe af med "+ ---+", som jo er en lidt upreecis skrivemade, da det kan veere
uklart hvad de tre prikker star for.
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QDvelse 12.7.3

Lad der veere givet to lister med tal z1, 29, ..., 2 0g h1, ho, ..., h; og betragt
summen:

k
;(%‘ - hi)

a) Opskriv summen (som i ovenstaende eksempel).

Gennemsnittet 7 kan bestemmes ved fglgende formel:
T=x1-fitae fotFape fr,

hvor x1, z9, . .., x; er de forskellige observationer og f1, fo, ..., fi er de tilhgrende
frekvenser. Vi kan skrive formlen pa en smartere made:

T=7) (v fi)

i=1
Dvelse 12.7.4
Variansen o2 kan bestemmes ved fplgende formel:
o= (v =7 fit (w2 =) fot -+ (1 —T)° fi

hvor T er gennemsnittet x1, zo, ..., x; er de forskellige observationer og f1, fo, ..., fx
er de tilhgrende frekvenser.

a) Opskriv formlen for varians med summationstegn.

Gennemsnit og varians direkte fra observationssaet

I kapitlet har vi konsekvent bestemt deskriptorer ud fra frekvenstabellen. Men
nogle af deskriptorerne kan beskrives mere grundlaeggende direkte ud fra observa-
tionsseettet. Lad os forst se pa gennemsnittet Det er defineret ved:

Definition 12.7.1
Lad x1,x9,...,x, veere et observationssaet. Da er gennemsnittet givet ved:
= — i1 Ti
n
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I definitionen betegner n det samlede antal af observationer. Optraeder den sam-
me observation flere gange i observationsseettet, optreeder den altsa ogsa flere
gange i summen. Sa bruger man denne definition far man altsa en leengere sum
end hvis regner gennemsnittet ud fra frekvenstabellen. Men definitionen er den
grundleeggende definition (dvs. summen af observationerne delt med antallet af
observationer). Definitionen skrives af typografiske arsager ogsa som

Den grundleeggende definition af varians lyder:

Definition 12.7.2

Lad x1,x9,...,x, veere et observationssaet med gennemsnit . Da er variansen
o? givet ved:
n ==\2
2 _ ii(zi — )

n

Fra formlen ses hvad variansen udtrykker. Udtrykket z; — % viser afvigelsen med
den i’te observation og gennemsnittet (regnet med fortegn). Det saettes i anden
og vi far det som hedder den kvadratiske afvigelse fra gennemsnittet (og fortegnet
mister sin betydning). Det samme ggres for alle observationerne, summen findes
og der divideres med n. Vi far dermed den den gennemsnitlige kvadratiske afvigelse
fra gennemsnittet.. Definitionen skrives af typografiske arsager ogsa som

0'2:

z< _7)?

Det er dog ikke helt den formel som star i formelsamlingen. Der star

2 1

o =

n
2

x;— T
5 S
Formlen fra formelsamlingen udtrykker noget lidt andet end min formel. Formlen
bruges til at estimere (ansla) variansen for en population (dvs. en stor gruppe) pa
baggrund af en stikprgve. Vi vil vende tilbage til den problemstilling nar vi skal
laere om konfidensintervaller i et senere kapitel.
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Vi vil bestemme gennemsnittet for observationssaettet 7,0, 4, 7:
T =

n
>
=1

(T+0+4+7)

== 3| =

- 18
5!

I
NN

Dvelse 12.7.5
Betragt observationssaettet 7,0,4,7

a) Bestem vha. definition 12.7.2 variansen for observationssaettet.

b) Bestem standardafvigelsen.

Mere om standardafvigelse

S& variansen er den gennemsnitlige kvadratiske afvigelse (dvs. afvigelserne er sat i
anden) fra gennemsnittet. Standardafvigelsen er kvadratroden af variansen. Som

vist her:
- J (@ — )

n

Man kunne godt tro at kvadratroden ville ophaeve kvadraterne og man sa ville
fa den gennemsnitlige afvigelse fra gennemsnittet. Det vil dog ikke ske. Alligevel
teenker vi lidt pa standardafvigelsen som om den er den gennemsnitlige afvigelse
fra gennemsnittet. Den gennemsnitlige afvigelse fra gennemsnittet har dog sit eget
navn, MAD, og kan regnes ved

iy |ri — 7
n

MAD =

Vi husker at de to streger betyder numerisk veerdi. Altsd at man skal sendre
fortegnet til plus, hvis det er minus.
Dvelse 12.7.6
Betragt observationssaettet 7,0,4,7
a) Regn MAD.
b) Sammenlign MAD med standardafvigelsen som du fandt i gvelse 12.7.5.
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I ovenstaende gvelse sa vi at standardafvigelsen var lidt hgjere end den gennem-
snitlige afvigelse fra gennemsnittet (MAD). Dette geelder ogsa generelt. Man kan
undre sig over hvorfor man ikke bare bruger MAD, nar den nu er nemmere at
fortolke. Det er der flere dybtliggende grunde til. Men det vil veere for meget at
komme ind pa dem her. Tenk pa det som tradition. Ahh okay I far et enkelt
argument:

Argument for standardafvigelse over MAD (Sveert)

Lad os lege at vi synes at standardafvigelsen er skrald, og hellere vil bruge MAD
som spredningsmal. Nu mangler vi s bare at finde et godt centralmal som passer
med MAD. Lad os tage udgangspunkt i et eksempel, hvor vi ser pa observations-
seettet 1,1, 10. Gennemsnittet er 3 sa vi far:

MAD — 2i=1 \:132 - 5’7|

n
|1 =3| 41— 3]+ |10 — 3|
- 3

= 3,7

Altsa den gennemsnitlige afvigelse fra gennemsnittet MAD, er 3,7. Lad os prgve

noget sjovt. Vi bytter gennemsnittet T ud med medianen m i formlen for MAD.
Resultatet kalder vi MAD,,:

Y \xz - m|
n

MAD,, =

Lad os prgve at regne MAD,,, for observationssaettet 1,1, 10. Medianen er 1, sa vi
far.
Sy |z —m|

n
1—1]+[1—1]+]10 — 1|
3

MAD,, =

= 3.

Vi ser at MAD,, er mindre end MAD. Det er ikke noget tilfeelde og det geel-
der generelt, at MAD,, < MAD. Men hvis MAD,, < MAD, ma det veare fordi
observationerne som helhed ligger tacttere pa medianen end gennemsnittet. Dvs.
medianen ligger mere i midten end gennemsnittet. S& hvis man mener at MAD er
det "bedste” spredningsmal er man lidt ngdt til at acceptere medianen som det
"bedste” centralmal. Generelt fortraekker vi dog gennemsnittet som centralmal,
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sa maske skulle man prgve at finde et andet spredningsmal, som passer bedre til
det. Her viser det sig at variansen er det simpleste naturlige centralmal, som ggr
gennemsnittet til midten af observationerne. Variansen i sig selv, er dog lidt sveer
at forholde sig til fordi den er regnet ud fra afvigelser i anden. Ved at tage kvadra-
troden far vi et resultat som ligger mellem mindsteveerdien og stersteveerdien, og
som vi (noget lgst) kan fortolke som den typiske afvigelse fra gennemsnittet.
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Kapitel 13

Grundlaeggende
sandsynlighedsregning

I dette kapitel skal vi se pa, hvordan man bestemmer simple sandsynligheder, som
f.eks. sandsynligheden for at sla to 6’ere pa en gang med to terninger.

Derudover skal vi indfgre begreber og metoder, som danner grundlag for de fgl-
gende kapitler.

Vi starter kapitlet med et afsnit om kombinatorik, som handler om at bestemme
antallet af mader, noget kan ggres pa. Det kunne f.eks. veere, hvor mange mader
man kan veelge to elevradsreprasentanter i en Niels Brock klasse.

13.1 Kombinatorik

Kombinatorik handler om, hvor mange forskellige mader noget kan ggres pa. Alt-
sa hvor mange kombinationer man kan lave. Maske kender i teelletraeer fra folke-
skolen? Kombinatorik er et spzendende emne, men vi skal kun kigge pa enkelte
begreber, som danner forudssetning for at vi kan forsta den mere avancerede sand-
synlighedsregning som kommer senere.

Definition 13.1.1

Vi definerer n! ved:
nl=nn-1)n-2)---3-2-1

Tallet n! kaldes n-fakultet

Ovenstaende definition geelder nar n > 1. Vi definerer 1! =1 og 0! = 1.
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Vi udregner 4! =4-3-2-1 = 24.

Vi bruger n-fakultet til at bestemme antallet af mulige reekkefglger man kan op-

stille n elementer.

Har man 20 elever som gerne vil kgbe en billet til et fest, sa kan man finde ud af,
hvor mange muligheder der er for at danne kgen til elevcenteret. Pa den forste
plads kan der sta 20 elever. For hver at de 20 muligheder er der 19 muligheder
for den efterfglgende elev, dvs. 20 - 19 i alt. For hver af de 20 - 19 muligheder er

@velse 13.1.1

Bestem ved hovedregning
a) 5!
b) 0!

der nu 18 muligheder for den naeste, dvs. 20 - 19 - 18 i alt osv.

I sidste ende far vi altsa antallet af muligheder til at blive:

Dvelse 13.1.2

a) Bestem antallet af mader man kan opstille 10 i elever i en kg til kantinen.

Vi skal nu se pa et lidt mere kompliceret kombinatorisk problem. Forstil jer at
der kun er to billetter tilbage til en skolefest og der er 5 elever som gerne vil med.
Hvor mange mader er der at fordele billetterne pa? En mulighed kunne veere:

20-19-18-17---4-3-2-1 = 20!

Navn

Wan

Dennis

Jeffrey

Daniel

Jellow

Far billet

X

X

Her far altsa Jeffrey og Jellow en billet. Men vi kunne have fordelt de to billetter
pa mange made, og vi skal nu se hvordan man finder antallet af mader vi kan

fordele billetterne.
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Definition 13.1.2

Binomialkoefficienten K(n,r) er antallet af mader man kan saette r krydser pa
n pladser.

Satning 13.1.1

Binomialkoefficienten K (n,r) kan bestemmes ved formlen

n!
Kn,r) = rli(n—r)!

Ved hjalp af seetning 13.1.1 kan vi bestemme antallet af mader, vi kan fordele
billetterne til skolefesten. Vi har to krydser sa r = 2 og vi har 5 pladser sa n = 5.
Vi udregner:

K(n,r) =

20(5 — 2)!
5!

DTRE]
5-4-3.2-1

S 92.1-3-2-1
120
- =10

12

Altsa er der 10 mader billetterne kan fordeles pa.

Dvelse 13.1.3

a) Pa hvor mange mader, kan man fordele 3 billetter til 6 mennesker?
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@velse 13.1.4 (Svzer)
En elev fra Niels Brock skal holde fgdselsdagsfest for klassen.

Eleven har 8 store kasser med slik. I hver kasse er der netop en type slik og der
er ikke to kasser med samme type.

Eleven vil gerne lave slikposer med 4 forskellige stykker slik i hver, og der ma
ikke veere to ens poser. Der skal veere en pose til hver elev.

a) Kan det lade sig gore?

13.2 Endelige sandsynlighedsfelter

Sandsynlighedsregning handler om at regne sandsynligheder for forskellig ting der
kan ske. Nar der sker noget tilfaeldigt kalder vi det et stokastisk eksperiment. Det
kan f.eks. veere kast med en terning eller en mgnt.

Dvelse 13.2.1

a) Neevn tre stokastiske eksperimenter.

Definition 13.2.1

For et stokastisk eksperiment definerer vi

Udfald Et udfald er resultatet af det stokastiske eksperiment. Vi betegner ud-
faldene med lille w.

Udfaldsrum Et udfaldsrum er maengden bestaende af alle udfald. Vi betegner
udfaldsrummet med U.

Vi kaster en terning.
Udfaldene er: u; =), ug =3, ug = 9, uy = 63, us = & og ug =
Udfaldsrummet er: U = {CJ, (3, (3, 63, &, 63}

@velse 13.2.2

Antag at vi kaster en mgnt. Bestem:
a) Udfaldene
b) Udfaldsrummet
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Til udfaldene i udfaldsrummet hgrer sandsynligheder. Det er mest simpelt at ar-
bejde med endelige udfaldsrum, sa det vil vi begraense os til i forste omgang.

Definition 13.2.2

Lad U = {uy,us, ..., u,} veere et endeligt udfaldsrum. Vi definerer:

Sandsynlighedsfunktion: En sandsynlighedsfunktion er en funktion P som
til et hvert udfald u knytter sandsynligheden for dette udfald P(u). Funk-
tionen skal opfylde:

1. P(u) >0 for alleu € U
2. P(uy) + P(ug) + -+ P(u,) =1
Sandsynlighedsfelt: Udfaldsrummet U sammen med sandsynlighedsfunktio-
nen P kaldes et endeligt sandsynlighedsfelt og betegnes (U, P).
Dvelse 13.2.3

De to krav i definitionen af en sandsynlighedsfunktion udtrykker velkendte egen-
skaber ved sandsynligheder.

a) Hvad betyder kravet P(u) > 0 for alle u € U?
b) Hvad betyder kravet P(u;) + P(ug) + - - - + P(u,) = 17

Har vi et sandsynlighedsfelt (U, P), vil vi ofte beskrive det med et sildeben for
sandsynlighedsfunktionen. Sadan en tabel kalder vi en sandsynlighedstabellgammel
ordning.

Sandsynlighedsfunktionen for et terningkast kan beskrives ved fglgende sand-
synlighedstabel.

D=
D=
D=
D=
D=
=

Dvelse 13.2.4
Vi kaster en mont.

a) Opskriv en sandsynlighedstabel for sandsynlighedsfeltet.
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Dvelse 13.2.5
Ved kommunalvalget i 2013 gik det saledes for sig pa Laesg:

Socialdemokraterne (A) 23,1%
Lacsg Liste 24.,4%
Samarbejdslisten 11,6%
Venstre (V) 16,1%
Laesp Borgerliste 10,1%
Dansk Folkeparti (O) 9,2%
Det Konservative Folkeparti (C) | 5,5%

Vi tager nu en tilfeeldig borger pa Laesg som har stemt pa et parti til kommu-
nalvalget.

a) Opskriv sandsynlighedstabellen, der beskriver denne borgers stemme.

Dvelse 13.2.6

Lad U = {uy, us, us, us} veere et udfaldsrum og betragt tabellen:

u (5] U9 Uus | Ug

P(u) 0,5 —0,1]0,40,1

Tabellen kan ikke vaere en sandsynlighedstabel, da P ikke opfylder kravene i
definition 13.2.2.

a) Hvilke krav er det P ikke opfylder?

Dvelse 13.2.7

En elev laver en snydeterning. Sandsynlighedstabellen for et kast med denne
terning ser saledes ud:

u |[G@] ] E

P(u) |

D=
D=

1
6

=

a) Bestem sandsynligheden for at sla en 6’er.

452



Ekstra

Kan man finde ud af at bruge summationstegn kan definitionen af et sandsynlig-
hedsfelt udtrykkes mere klart:

Definition 13.2.3
Lad U veere et endeligt udfaldsrum. Vi definerer:

Sandsynlighedsfunktion: En sandsynlighedsfunktion er en funktion P som
til et hvert udfald u knytter sandsynligheden for dette udfald P(u). Funk-
tionen skal opfylde:

1. P(u) >0 foralleu e U

Sandsynlighedsfelt: Udfaldsrummet U sammen med sandsynlighedsfunktio-
nen P kaldes et endeligt sandsynlighedsfelt og betegnes (U, P).

Skrivemaden Y,y P(u) betyder at vi skal tage alle udfaldene u i U og laegge deres
sandsynligheder sammen.

13.3 Handelser

Lad os sige at vi spiller et spil med terning og har brug for at sla en 5’er eller en
6’er for at vinde. I det tilfeelde er vi ligeglade om vi slar 5 eller 6, bare vi far en af
de to. En sddan begivenhed kaldes en haendelse. Mere preaecist:

Definition 13.3.1
Lad der veere givet et udfaldsrum U. En hendelse A er en delmaengde af U.

Sa i forhold til vores spil, hvor vi var interesserede i at sla 5 eller 6, sa er vi altsa
interesserede i haendelsen A = {3, £3}.

Nogle gange vil vi tillade os at beskrive en heendelse med ord, i stedet for at

opskrive de udfald som heendelsen bestar af. F.eks. kunne vi beskrive haendelsen
A = {663} som A = "Mindst en 5er”.

Trackker vi et kort fra et kortspil er det det stokastisk eksperiment. Udfaldsrum-
met bestar at de 52 kort som er i kortspillet. Fglgende er eksempler pa haendelser
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i dette udfaldsrum:
o« A = "En hjerter”.

o B = "Et rgdt kort” (altsa en hjerter eller en ruder. Ikke det rgde kort i
fodbold)

Der er 52 kort i et kortspil og en fjerdedel af dem er hjertere, sa der er 13 udfald
i heendelsen A. Halvdelene af kortene er rgde sa der er 26 udfald i B.

@velse 13.3.1
Antag at vi kaster en terning.

a) Opskriv heendelsen A = "Et lige antal gjne” som en maengde. Altsa skriv
A pé formen A ={...}.

Sandsynligheden for en haendelse

Sandsynligheden for at en heendelse indtraeffer regnes ved at laegge sandsynlighe-
derne for de enkelte udfald sammen. Altsa hvis A = {uy, ug, us, ...} s er

P(A) = P(u1) + P(us) + P(ug) - --

Vi ser pa igen pa vores snydeterning

uw |G @] E

1 |1 1
Plu)| 50668

1

1
4

=

Vi vil bestemme sandsynligheden for haendelsen A = {(J,E3}. Vi regner:

P(A) = P(®) +

1,1
12 4
1

P(®)

]
S& P(A) = L.

w

454



@velse 13.3.2
Med udgangspunkt i snydeterningen fra ovenstaende eksempel.

a) Bestem sandsynligheden for at sla 4, 5 eller 6

Disjunkte haendelser

Nogle gange er vi interesserede i mere end en enkelt haendelse. Det kunne veere at
man trak et kort fra et kortspil og ville have et kort der enten er "en spar'eller "en
hjerter'. Skal man regne sandsynligheden for dette er det afggrende om heaendel-
serne 'overlapper'hinanden.

Definition 13.3.2
To haendelser kaldes disjunkte, hvis de ikke har nogle udfald tilfaelles.

Vi kaster en terning. Heendelserne A = {(-), 8} og B = {(J,(3, (I} er disjunkte,
da de to haendelser ikke har nogle udfald til feelles.
@velse 13.3.3
Afgor, hvilke af folgende par af heendelser som er disjunkte:
a) Vi kaster med en terning. A = {E3} og B = "Et lige antal gjne”.

b) Vikaster to terninger. Heendelse A = "summen af antal gjne er stgrre end 4”.
Heendelse B = "den fgrste terning er en 1’er”.

c) Vi treekker et kort fra et almindeligt spil kort. Heendelse A = "en spar”
og haendelse B = "et billedkort”.

Vi har en seetning vi kan bruge til at beregne sandsynligheder for disjunkte haen-
delser:

Satning 13.3.1

Lad der veere givet to disjunkte haendelser A og B. Da er sandsynligheden for
at enten den ene eller den anden indtreeffer givet ved P(A) + P(B).

Sandsynligheden for at fa enten A = {3} eller B = "et ulige antal gjne” med
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en almindelig terning er:

P(A)+P(B):(1),—|—2::

da der er tale om to disjunkte heendelser.

Dvelse 13.3.4

Antag at vi kaster en almindelig terning. Bestem som i eksempel 13.3.4 sand-
synligheden for at fa en af haendelserne i fglgende par af heendelser.

a) A={0),J} og B = {&) 3}
b) A ={),J} og B = "lige antal gjne”.

Komplementsere haendelser

Komplementere haendelser er haendelser som er hinandens modssetninger. Alt-
sa

Definition 13.3.3

Lad A og B veere to heendelser. Heendelsen A kaldes komplementeer til haendelsen
B, hvis A bestar af alle de udfald som ikke er i B.

Ud fra definitionen er det klart at hvis A er komplementeer til B s er B ogsa
komplementeer til A.

Ved kast med en terning er heendelserne A = {3} og B = "ikke en 6’er” kom-
plementzaere.
@velse 13.3.5
Bestem, hvilke af fglgende par af heendelser som er komplementaere
a) Vikaster en terning A = "et lige antal gjne” og B = "et ulige antal gjne”.

b) Vi kaster en mgnt A = "plat eller krone” og B = "krone”

¢) Vikaster to terninger A = Vi far to 5’ere eller to 6’ere” og B = "summen er stgrre

For to komplementaere hendelser A og B, kan sandsynligheden for haendelsen A
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bestemmes med formlen

P(A)=1- P(B).

Ved kast med en terning er sandsynligheden for A = ”ikke en 6’er” givet ved

1 5

da P(6) = % og A er dem komplementere haendelse til heendelsen "en 6’er”.

Dvelse 13.3.6

En elev udteenker et snedigt spil, sdledes at eleven har 58% chance for at vinde
penge fra sin danskleerer.

a) Vi kigger pa haendelsen: "Eleven vinder”. Hvad er den komplementeere
haendelse?

b) Hvad er sandsynligheden for den komplementaere haendelse?

c) Hvad er sandsynligheden for at eleven taber?

Uafhaengige haendelser

Forestil dig, at du er pa kasino og spiller roulette. Forestil dig, at den bliver sort
10 gange i track. Sa ma chancen for den bliver rgd naeste gang vel veaere stor eller
hvad? Nej sandsynligheden for rgd er den samme uanset, hvad den tidligere er
landet pa fordi de enkelte runder er "uathaengige”.

Definition 13.3.4

To haendelser kaldes uafhengige, hvis indtraeffelse af den ene ikke pavirker sand-
synligheden for den anden.

Hvis vi slar med to terninger er fglgende heendelser uafhaengige:

A = "Den fgrste terning bliver en 6’er”
B = "Den anden terning bliver 6’er”

Arsagen til de er uathaengige er, at den forste ternings resultat ikke sendrer
sandsynlighederne for de forskellige udfald for den anden terning.
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Velg en tilfeeldig dag i ar 2020. Fglgende haendelser er ikke uathaengige.

A = "Det regnede pa denne dag”.
B = "Det regnede dagen efter denne dag”.

Arsagen til de ikke er uatheengige er at den forste heendelse “sendrer pa” sand-
synligheden for den anden. Regnvejrsdage har det med at klumpe sig sammen,
sa hvis vi ved at det regnede pa en bestemt dag, gger det sandsynligheden for
at det ogsa regnede dagen efter (eller dagen for).

Sandsynligheden for at to uafhengige haendelser A og B begge indtreeffer er giver
ved P(A) - P(B).

Vi bestemmer sandsynligheden for at fa to 6’ere i to kast med en almindelig

terning. Sandsynligheden for den fgrste terning bliver en 6’er er % og sand-
synligheden for den anden terning bliver en 6’er er %. Altsa kan vi bestemme
sandsynligheden for at de begge bliver 6’ere:

11 1
6 6 36

Der er altsa == sandsynlighed for at fa to 6’ere.

1
36
@velse 13.3.7
Afgor hvilke af folgende par af heendelser som er uafthaengige

a) Vi kaster en mgnt og en terning. A = "krone” og B = "en 6’er”.

b) Vi traekker to kort fra et almindeligt spil kort. A = "Fgrste kort er en klgr”

og A = "Andet kort er en klgr”

Dvelse 13.3.8

Antag vi kaster en mgnt og en terning pa en gang.

a) Bestem sandsynligheden for at man far krone og en 6’er.
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Symmetriske sandsynlighedsfelter

Kaster man en almindelig terning er der lige stor sandsynlighed for alle udfald.
Sadan et sandsynlighedsfelt kaldes et symmetrisk sandsynlighedsfelt.

Definition 13.3.5

Et symmetrisk sandsynlighedsfelt er et sandsynlighedsfelt hvor alle udfald har
samme sandsynlighed.

Et terningkast giver er et symmetrisk sandsynlighedsfelt, da alle udfald har
samme sandsynlighed.

Dvelse 13.3.9

I eksemplet oven over star der at et terningkast giver et symmetrisk sandsyn-
lighedsfelt.

a) Gelder et ogsa hvis det er en snydeterning?

I et symmetrisk sandsynlighedsfelt kan man regne sandsynligheden for en haendelse
A ved hjelp af formlen:

P(A) = antal gunstige udfald

antal mulige udfald

Vi kaster en almindelig terning. Vi vil regne sandsynligheden for haendelsen
A = "et lige antal gjne”. Vi kan regne sandsynligheden ved at sige:

P(A) = P() + P(&) + P(&)

Men det er faktisk nemmere at bruge formlen for symmetriske sandsynligheds-

felter:

P(A) = antal gunstige udfald

antal mulige udfald

Der er 6 mulige udfald pa en terning og 3 af disse er gunstige (viser et lige antal
gjne). Sa vi far
__antal gunstige udfald 3 1

P(A) = 2 _Z
(4) antal mulige udfald 6 2
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@velse 13.3.10
Bestem sandsynligheden for fglgende haendelser.

a) En rollespilsngrd spiller et "pen and paper” rollespil. Han slar med et
8-siddet terning. Hvad er sandsynligheden for at sla over en 2’er?

b) Vi traeekker et kort fra et almindeligt kortspil. Hvad er sandsynligheden for
at fa en hjerter?

Ekstra

I formelsamlingen optraeder en del udtryk hgrende til dette afsnit. Jeg vil nu
gennemga dem en ad gangen.
P(A) = > P(u) (92)
ueA
Dette er bare en mere fancy made at skrive, at sandsynligheden for haendelsen
A, findes ved at leegge sandsynligheden for de enkelte udfald u i A sammen. Man
kan I gvrigt undrer sig lidt over denne formel, for er P defineret pa udfald eller
haendelser? Det havde bedre at bruge to forskellige bogstaver og skrive
P(A) = > p(u)
ueA
Her ville p veere sandsynlighedsfunktionen tilhgrende sandsynlighedsfeltet og P

ville vaere funktionen der knytter sandsynligheder til haendelser. Men i formelsam-
lingen hedder begge funktioner P, sa det gor de ogsa her. Naeste formel:

PU) =1 (94)

Udfaldsrummet U er en delmaengde af sig selv og derfor kan man betragte U som en
haendelse. Da udfaldsrummet bestar af alle de mulige udfald er P(U) = 100% = 1
(selvfolgelig) . Heendelsen U kaldes ogsa den sikre hendelse. Naeste formel:

P() =0 (95)

Vi husker at () er den tomme maengde. Dvs. det er en haendelse med ingen elementer
i. Da alle udfald ligger udenfor denne haendelse er den umulig at fa. Derfor kaldes
den ogsa den umulige hendelse. Neeste formel:

P(A) =1 P(A) (96)

Her betegner A den komplementzere haendelse til A og formlen er bare formlen for
komplementaere heendelser. Naeste formel:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (97)
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Denne formel kaldes additionsformlen. Heendelsen A U B er foreningsmaengden af
heendelsen A og haendelsen B, og bestar af alle udfaldene i A sammen med alle
udfaldene i B. Dvs. P(A U B) er sandsynligheden for at enten A eller B (eller
begge) indtraeffer. Den sandsynlighed har vi allerede set pa i tilfseldet hvor A og
B er disjunkte, men her er altsa den generelle formel. Formlen er den samme som
for disjunkte haendelser bortset fra det sidste led P(A N B). Dette led udtrykker
sandsynligheden for at bade A og B indtreeffer, og den sandsynlighed traekker vi
fra, fordi vi er kommet til at teelle den med to gange (en gang som en del af P(A)
og en gang som en del af P(B)).

Naeste formel gaelder kun for symmetriske sandsynlighedsfelter. Man kan sige, at
den er definitionen pa et symmetrisk sandsynlighedsfelt:

Plur) = Plus) =+ = Plug) = (98)

Her er n antallet af udfald i udfaldsrummet. Et symmetrisk sandsynlighedsfelt er
karakteriseret ved at alle udfald har samme sandsynlighed. Hvis der er n udfald
og summen af sandsynlighederne skal veere 1, sa ma hvert udfald have sandsynlig-
heden % Ligesom der er 6 udfald ved et terningkast og sandsynligheden for hvert
udfald er %.

Dvelse 13.3.11

Vi kaster en almindelig terning og ser pa heendelserne A = {(J,(J} og B =
{03, 3, T}

a) Bestem sandsynligheden for at enten A eller B (eller begge) heendelser
indtreeffer.

13.4 Stokastiske variable

Vi har for set pa terningkast som stokastiske eksperimenter. Sandsynlighedstabel-
len for et terningkast ser saledes ud:

v (0088 8| a8
P(u)

1

11
6166

D=
[
=

Hvis vi betegner antallet af gjne med X, sa far vi en variabel, som afhsenger af
udfaldet af terningkastet. En sadan variabel kaldes en stokastisk variabel. Vari-
ablen X kan antage veerdierne 1,2,3,4,5,6 med en sandsynlighed pa % for hver
veerdi. Vi har en saerlig made at betegne sandsynligheder for en stokastisk vari-
able. Sandsynligheden for at den stokastiske variabel giver f.eks. 2 betegnes med
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P(X =2). Vi har altsd at P(X =2) =
for X:

%. Vi kan nu opskrive sandsynlighedstabel

x 112(3]4(5|6

111

111
6/6]6][6

=

1
6

En sandsynlighedstabel for en stokastisk variabel kaldes ogsa en sandsynligheds-
fordeling. Vi skal senere se pa sandsynlighedsfordelinger, som ikke kan beskrives
med en tabel, men dem vil vi ikke bekymre os om nu.

Dvelse 13.4.1
Vi kaster en almindelig terning og lader X veere antallet af gjne.

a) Bestem P(X =4).

Det kunne godt se ud som om der ikke rigtig er nogen forskel pa et sandsynligheds-
felt og en stokastisk variabel. Sandsynlighedstabellen for den stokastiske variabel
der betegner antallet af gjne ved et terningkast ser ud til at veere den samme som
sandsynlighedstabellen for udfaldsrummet ved terningkastet — bare skrevet lidt
anderledes. Men der ér to afggrende forskelle.

1. Stokastiske variable har altid talveerdier, mens udfald kan veere hvad som
helst. Kaster vi en mgnt er udfaldene ”"plat” og "krone” og da de to udfald
ikke er tal, kan de ikke vaere veerdier for en stokastisk variabel.

2. Et stokastisk eksperiment har altid et fast udfaldsrum, men der er mange
mader at tilknytte en stokastisk variabel (se nedenstédende eksempel).

Antag at vi kaster en terning. Definer den stokastiske variabel X til at veere 2
gange antallet af gjne. Sa far vi tabellen:

x 214/6/8(10|12
P(X =x)

=
[
[
D=
=
=
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Dvelse 13.4.2

Antag vi kaster en mgnt. Lad X veere den stokastiske variabel er 0 nar udfaldet
er "plat” og 1 nar udfaldet er "krone”.

a) Opskriv sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel som er de-
fineret ved veerdien.

Nogle vil vi kigge pa stokastiske variable alene ud fra deres sandsynlighedsfordeling
uden at have et bagvedliggende eksperiment.

Betragt den stokastiske variable givet ved fglgende sandsynlighedsfordeling:

x 319130
P(X =x)

1

1
313

W=

Hvilken praktisk situation beskriver tabellen? Umiddelbart ikke nogen. Men ggr
ikke noget. Vi behgver kun at kende sandsynlighedstabellen — sa kan vi arbejde
med X.

Sandsynlighederne for en stokastisk variabel skal selvfglgelig give 1 nar man laegger
dem sammen.

@velse 13.4.3
Betragt sandsynlighedsfordeling:

x 11234

P(X =) 13

Qo=

a) Bestem den manglende sandsynlighed

Middelveerdi, varians og standardafvigelse for stokastiske
variable

Stokastiske variable har talvaerdier og derfor kan vi regne pa dem.
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Definition 13.4.1

Lad X veere en stokastisk variabel med sandsynlighedsfordelingen:

h 1|12 || Tp

P(X=x) p1|p2| | Dn
Vi definerer middelverdien E(X) ved

E(X)=x1-p1+xo-pa+ -+ Ty pp

Middelveerdien betegnes ogsa med p. Vi definerer variansen Var(X) ud fra mid-
delveerdien u ved

Var(X) = (w1 — p)* - pr+ (22 = p)* - pat - (20— 1)* - o
Variansen betegnes ogsd med o2, Vi definerer standardafvigelsen SD(X) ud fra

variansen Var(X) ved:
SD(X) = y/Var(X)

Standardafvigelsen betegnes ogsa med o.

Vi skal nu se et eksempel, hvor vi regner middelveerdi, varians og standardafvigelse.
Senere vil vi se pa, hvilken betydning disse tal har.

Vi vil regne middelvaerdi, varians og standardafvigelse for den stokastiske vari-
abel givet ved fglgende sandsynlighedsfordeling:

x 314112

11
2| 6

W=

Vi regner fgrst middelveerdien:
E(X)=z1-pi+2o-p2t-+Tp Dy

=3 1+4 1+12
73 2

—1+4+2+42
=5

|~

(13.1)

Vi konkluderer at middelveerdien er 5. Vi husker at middelvaerdien ogsa kaldes
b, sa [ = 5.
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Vi regner sa variansen. Her skal vi bruge resultatet vi lige har regnet. Altsa at
@w=>5.

Var(X) = (21— p)* - pr+ (w2 — p)* - po+ -+ (20 — 1) -
1 1 1
=(3-5)2 - +(4—-5)% -+ (12—-5)?*- =
(B=5)" 3+ =575 +( )5
_A4 LA
A (13.2)
67676
_90
6
= 10

Variansen er altsa 10.

Vi regner til sidst standardafvigelsen SD(X). Her skal vi bruge variansen vi lige
har regnet. Altsa at Var(X) = 10.

SD(X) =/Var(X)
V10

(13.3)

~ 3,16
Standardafvigelsen SD(X) er hermed 3,16.

QDvelse 13.4.4

Betragt den stokastiske variabel X givet ved folgende sandsynlighedsforde-
ling:

W=
wino

a) Bestem middelvaerdien
b) Bestem variansen

¢) Bestem standardafvigelsen
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Dvelse 13.4.5

I denne gvelse skal du regne pa en terning. Der bliver en del regneri, sa jeg
anbefaler at du bruger Exel. Ellers bare spring opgaven over, hvis du ikke kan
finde ud af det. Vi far brug for facit senere, sa tjek dem ud uanset hvad.

a) Bestem middelvaerdien

b) Bestem variansen

¢) Bestem standardafvigelsen

Lad os til slut se pa betydningen af middelveerdi, varians og standardafvigelse. Vi
tager udgangspunkt i terningkastet I lige har regnet pa.

Middelveerdien for terningkastet var 3,5. Det betyder at hvis kaster terningen
mange gange, sa vil det gennemsnitlige antal gjne komme taet pa 3,5. Jeg har lige
simuleret 100 terningkast i Excel og det gav et gennemsnit pa 3,48. Det kan undrer
at middelveerdien ikke er 3 ved et terningkast, da det jo er halvdelen af 6, men
husk pa man ikke kan sla 0 med terningen.

Variansen bruger vi til at finde standardafvigelsen og den er er lidt sveer at
fortolke, sa for os er den mest en mellemregning. Dog skal man vide, at variansen
er stor nar der er stor spredning i observationerne.

Standardafvigelsen for terningen var 1,71. Nar vi slar mange gange med ter-
ningen vil vi fa et gennemsnit pa ca. 3,5 (middelveerdien), men hvor teet pa gen-
nemsnittet vil de enkelte terningslag ligge? Slar vi f.eks. 1, sa er afstanden til
middelvaerdien 3,5 — 1 = 2,5. Lad os lave en tabel:

Resultat af kast 1 2 3 | 4 5) 6
Afstand til middelveerdi | 2,5]1,5/0,5[0,5|1,5|2,5

Standardafvigelsen af et mal for den typiske afstand til middelvaerdien. Den er
altsa et kompromis mellem afstandene i tabellen. Lidt som et gennemsnit. Vi kan
se at vores veerdi for standardafvigelsen pa 1,71 ligger som et psent kompromis
mellem afstandene. Hmm bare teenk pa standardafvigelsen som gennemsnittet af
afstandene til middelveerdien — det er ikke helt korrekt som I kan se, hvis I regner
gennemsnittet ud, men det er tilstraekkeligt i forhold til den forstaelse I bgr have
pa dette niveau.
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Ekstra

Middelveerdi, varians og standardafvigelse kan defineres paenere ved hjelp af sum-
mationstegn:

Definition 13.4.2

Lad X veere en stokastisk variabel med sandsynlighedsfordelingen:

i L1 | T2 || Ty

P(X=2x)|pi|p2|-|pPn

Vi definerer middelverdien E(X) = ved
B(X) = le‘z - Dis
variansen Var(X) ved

Var(X) = ; (2 — E(X>)2 " Dis

og standardafvigelsen SD(X) ved

SD(X) =/Var(X)

Jeg anbefaler at man bruger summationstegn hvis man forstar notationen.

Dvelse 13.4.6

a) Regn middelvaerdien for den stokastiske variabel fra eksempel 13.4.3 ved
hjeelp af summationstegn. Altsa opskriv regnestykket som det skal se ud,
hvis man bruger definition 13.4.2 i stedet for definition 13.4.1.
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Kapitel 14

Binomialfordelinger

Binomialfordelinger er en type sandsynlighedsfordelinger, der ofte optraeder i prak-
tiske sammenhaenge. Er vi f.eks. interesseret i sandsynligheden for at sla 3 6’er i
10 forsgg, skal vi have fat i en binomialfordeling.

14.1 Introduktion til binomialfordelinger

En binomialfordeling er en sandsynlighedsfordeling for en bestemt slags stokastisk
variabel. Sa vi starter lige med en repetitionsgvelse for at huske, hvad en stokastisk
variabel er.

Vi betegner som udgangspunkt vores stokastiske variable med X.
a) Neevn et eksempel pa en stokastisk variabel.
b) Neevn et til eksempel

c) Neevn et til eksempel

Vi kigger nu pa et stokastisk eksperiment, hvor vi kaster en terning 5 gange. Vi
er kun interesserede i at sla 6’ere (maske er det en slags pakkeleg, vi leger) sa
derfor betragter en 6’er som en succes og alt andet som fiasko. Gennemfgre vi
eksperimentet kunne resultatet se saledes ud:

Forsgg nr. 112131415
Succes (s) eller fiasko (f) | f| f|s|s|f
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Vi kan se i tabellen at vi startede med to fiaskoer (dvs. ikke 6’ere), hvorefter vi fik
to succeser (dvs. 6’ere) og sa en fiasko. Vi knytter nu en stokastisk variabel X til
eksperimentet. Variablen X defineres som antallet af succeser i de 5 forsgg. Dvs. i
tabellen ovenover er X = 2 fordi vi har faet to succeser i de 5 forsgg. Variablen X
siges at veere binomialfordelt med antalsparameter n =5 (fordi der er 5 forsgg) og
sandsynlighedsparameter p = % fordi der er + sandsynlighed for succes i et enkelt

6
forsag.

Dvelse 14.1.2

Antag at vi gennemfgre det stokastiske eksperiment beskrevet oven over og far
fglgende tabel.

Forsgg nr. 11213415
Succes (s) eller fiasko (f) | f|s | f|f]|f

a) Hvor mange 6’ere har vi faet?

b) Hvilken veerdi har den binomialfordelte stokastiske variabel X7

Dvelse 14.1.3

Vi kaster en mgnt 10 gange. Lad X vaere den binomialfordelte stokastiske vari-
abel, der angiver antallet af "krone” i de 10 forsgg.

a) Hvad er "succes” i dette eksperiment. Hvad er "fiasko”?

b) Hvad er antalsparameteren n?

)
c) Hvad er sandsynlighedsparameteren p
d)

Hvilke veerdier kan X antage.

Dvelse 14.1.4

a) En mand kgber 6 skrabejulekalendere. Pa en enkelt skrabejulekalender
er der é chance for gevinst. Situationen kan beskrives ved hjelp af en
binomialfordeling. Hvordan?

Nu hvor vi har forstaet hvad en binomialfordelt stokastisk variabel er, kan vi
opskrive en mere formel definition.
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Definition 14.1.1

En binomialfordelt stokastisk variabel X er en stokastisk variabel, som angiver
antallet af succeser i n uafhengige forsgg, hvor hvert forsgg har en successand-
synlighed pa p.

Tallet n kaldes antalsparameteren og p kaldes sandsynlighedsparameteren.

Vi vil fremover benytte skrivemaden X ~ b(n, p), hvilket betyder at X er en bino-
mialfordelt stokastisk variabel med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter

p
@velse 14.1.5
a) Hvad er en binomial fordelt stokastisk variabel?

b) Hvad betyder X ~ b(7,3)?

En virksomhed som producerer en vare som de pakker i sesker med 12 i hver. Da
det er mennesker der fremstiller varerne er der fejl pa nogle af dem. Ligesom at
der er fejl pa mathhx. Sandsynligheden for at der en defekt pa en vare er 0,2%.

Vi er interesserede i, hvor mange varer, der er defekter pa i en pakke. Da der
er 0,2% sandsynlighed for at fa en defekt vare og der er 12 vare i alt har vi en
binomialfordeling med p = 0,002 (da 0,2% = 0,002) og n = 12. Altsa hvis vi
kalder antallet af defekte varer for X har vi X ~ 5(12;0,002)

Sandsynligheder for en binomialfordeling

Man beregner sandsynlighederne i en binomialfordeling ved at bruge en seet-
ning;:

Saetning 14.1.1
For en binomialfordeling X ~ b(n, p) gelder:

Vi bestemmer nu P(X = 3) for en binomialfordelt stokastisk variabel X ~
b(5;0,4). Vi saetter ind i formlen fra ovenstaende setning.
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P(X = 3) = K(573) . 0’43 . (1 . 0’4)5—3

Vi bestemmer K (5,3) i Excel ved at skrive "=KOMBIN(5;3)” og det giver 10.
Vi regner videre

P(X =3)=10-0,4%-0,6>=0,23
Altséa er P(X =3) = 0,23

Dvelse 14.1.6
LadX ~ b(10;0,4).
a) Bestem P(X = 6).

Dvelse 14.1.7
Beregn:
a) P(X =2)nar X ~ b(5;0,5)

b) Sandsynligheden for at fa en seske med netop en defekte vare (se eksem-
pel 14.1.1)

¢) Sandsynligheden for at fa en seske med ingen defekte vare (se eksem-
pel 14.1.1)

d) Sandsynligheden for at der er gevinst pa to af skrabejulekalenderne fra
gvelse 14.1.4

Vi vil nu beregne sandsynligheden for at der er hgjst er 1 defekt varer i hver
aeske (se gvelse 14.1.4). Altsa P(X < 1).

Hvis X < 1 ma det betyde at X = 0 eller X = 1 og da det er disjunkte
haendelser kan vi finde sandsynligheden ved at sige

P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1).
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Vi fandt P(X =0) og P(X = 1) i ovelse 14.1.7 sa vi far:

P(X<1)=P(X =0)+P(X =1) (14.1)
= 0,976262 + 0,023447 (14.2)
= 0,9997 (14.3)
= 99,97% (14.4)

Vi kan altsa veere meget sikre pa at der hgjst er en defekt pr. aeske.

Dvelse 14.1.8
Vi kaster en terning.

a) Bestem sandsynligheden for at fa hgjst to 6’ere i 10 forsgg.

Vi kunne ogsa veere interesserede i at finde sandsynligheden for at der er mindst
en defekt varer (se eksempel 14.1.1). Det kunne vi gore ved at sige

P(X=1)+P(X =24+ P(X =12),

men det ville jo vaere besveerligt at skulle regne sa mange sandsynligheder. Det
er derfor nemmere at kigge pa den komplementaere haendelse, som ma vaere at
der er ikke nogle defekte varer. Den sandsynlighed regnede vi ud i gvelse 14.1.7,
hvor vi fik den til at vaere: 0,976262. Vi kan derfor regne:

P(mindst en defekt vare) = 1 — P(ingen defekte vare) (14.5)
— 1 0,976262 (14.6)
— 0,023738 (14.7)
— 2,4% (14.8)

Dvelse 14.1.9

a) Vi kaster en terning. Bestem sandsynligheden for at fa mindst en 6’er i 10
forsgg.

b) Vi kaster en mgnt. Bestem sandsynligheden for at fa hgjst 4 gange plat i
5 forsgg.

¢) Bestem sandsynligheden for at fa mindst 2 julekalendere med gevinst (se
gvelse 14.1.4)
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Middelveerdi, varians og standardafvigelse

Vi husker at middelveerdien for en stokastisk variable svarer til gennemsnittet af
den stokastiske variabels veerdier, hvis man gennemfgrte forsgget mange gange. Vi
husker ogsa at standardafvigelsen er et mal for, hvor langt fra middelveerdien de
enkelte veerdier vil ligge — vi teenker pa det som et gennemsnit af afstandene til
middelveerdien, selv om det ikke er helt korrekt.

Dvelse 14.1.10

Lad X ~ b(10;0,5)

a) Kom med et geet pa middelveerdien for X. Altsa ingen beregninger her.
Geet ud fra din forstaelse af middelveerdi.

b) Kom med et geet pa standardafvigelsen (sveer).

Satning 14.1.2
Lad X ~ b(n,p). Da er:

Middelveerdien givet ved:
EX)=n-p

Variansen givet ved
Var(X) =n-p-(1—-p)

Standardafvigelsen givet ved

SD(X):\/n-p-(l—p)

Vi vil nu udregne middelveerdi og standardafvigelse for binomialfordeligen X ~
b(10;0,5) fra gvelse 14.1.10. Vi har

E(X)=n-p=10-05=5

0g
oc=yn-p-(1-p) (14.9)

= /10-0,5- (1 —0,5) (14.10)

= /25 =158 (14.11)

Vi konkluderer at middelveerdien er 5 og standardafvigelsen er 1,58
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Dvelse 14.1.11
Lad X ~ b(8;0,4).
a) Bestem n og p.
b) Beregn P(X =1).

¢) Bestem middelveerdi, varians og standardafvigelse for X.

Dvelse 14.1.12
Forestil dig, at du skal sla en terning 12 gange.

a) Hvor mange 6’ere vil du geette pa du far?

14.2 Binomialfordelinger i (GeoGebra

Vi abner GeoGebra og abner sandsynlighedslommeregneren:

DR cE PN EE Q =
+ Input... =n @

GeoGebra klassisk Iommeregr@

AN araf

-0 -9 8 -7 6 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 @

Geometri
& 3D Grafik
X= CAS

A» Regneark

T A Sandsynlighed

8 Eksamen

123 fx) ABC #8&~

x ¥y z z 7 8 9 x + ¥ Hent

Sandsynlighedslommeregneren kan ogsa abnes her:
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[ ] Geogebra klassisk - GeoGebra

K][AAADe)o) <) N =]+
+ | Input... &

+

B Fi

23

1

4 /" Rediger
7 Perspektiv

2

-1

N
N ; Algebra vindue

0O
¢ 9
&« 0O
|
0

CAS
Tegneblok
Tegneblok 2
3D Grafik

Regneark

i 3 andsynlighedslommeregns

Vi indstiller lommeregnerne pa binomialfordeling:

Statistik %

d) TN 2=

0
0.0002
0.0011
0.0046
0.0148
0.037
0.0739
0.1201
9 0.1602
10 0.1762
11 0.1602
12 0.1201
13 0.0739
14 0.037
15 0.0148
16 0.0046
17 0.0011

pu=100=2.2361

0 NN OFX

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

10X € oes

Jeg har markeret de felter/knapper man kan manipulere. Det gra felt til hgjre
(hvor der star 0.7368) kan kun sendres i nogle bestemte situationer (atheenger af
knapper til venstre).

sXs< 12 )= 0.7368

v n()
13T DRE)

Dvelse 14.2.1

p (29
sXs@

/" Binomial

y=(0.7368

a) Ved at prove dig frem, skal du finde ud af, hvordan lommeregneren virker.
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ADvelse 14.2.2

Lad X ~ b(12;0,3). Ved hjelp af sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra
skal du bestemme fglgende:

a) P(X =6)

b) P(X <4)

c) P(X >6)

d) P(3 < X <9) Hvad betyder dette i gvrigt?
)
)

e) Middelveerdien

f) Standardafvigelsen

Dvelse 14.2.3

Peter planter fro (nej ikke hamp din platugle) i en altankasse. Han planter 14
frg og ved, at der er 80% chance for at hver af dem spirer.

a) Hvad er chancen for at de alle spirer?

b) Hvad er risikoen for at hgjst 5 frg spirer?

)
¢) Hvad er sandsynligheden for at mindst halvdelen spirer?
d)

Hvor mange kan han forvente der spirer?

Sandsynligheder der skal omskrives for de beregnes i Geo-
Gebra

Det er ikke altid man kan seette sine tal direkte ind i GeoGebra (eller formlen).
Forstil dig, f.eks., at du skal bestemme sandsynligheden for at sla mere end 3 6’ere
i 10 forsgg. Dvs. X ~ b(10, %) og vi skal bestemme P(X > 3). I GeoGebra kan
man kun veelge ">" og ikke ">". Det er dog ikke noget stort problem da det er
nemt at se, P(X > 3) selvfglgelig er det samme som P(X > 4) - altsa at sla mere
end tre 6’ere er det samme som at sla mindst fire 6’ere.
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Dvelse 14.2.4

Lad X ~ b(30;0,1). Bestem
a) P(X <3)

b) P(X <4)

c) P(X > 2)

)

)

d) P(1< X <5)

e) Middelveerdi, standardafvigelse og varians.

Dvelse 14.2.5

En leerer pa Niels Brock laver en multiple choice test inden karaktergivningen
uuuuhuhuhhh. Der er 5 svarmuligheder til hvert spgrgsmal og kun en af dem er
rigtig. Der er 20 spgrgsmal og for at besta skal man have mere end halvdelen

rigtig.
a) Gor rede for at situationen kan beskrives med en binomialfordeling, bestem
X, n og p og opskriv fordelingen pa formen X ~ b(n,p).

b) Hvad er sandsynligheden for at besta hvis man er blank pa alle spgrgsméa-
lene (s& man geetter)?

¢) Hvor mange kan man forvente at fa rigtig, hvis man er blank?

Normalfordelingsapproksimationen til binomialfordelingen
(for elever som er startet pA HHX i 2023 eller tidligere)

OBS: Hvis du skal have Matematik A, sa spring dette afsnit over og vend tilbage
til det, efter du har regnet kapitlet om normalfordeling

Den som skal have Matematik A, skal lsere om en sandsynlighedsfordeling, der
hedder "normalfordelingen”. Det skal man ikke pa Matematik B, men I nogle
tilfeelde kan man bruge normalfordelingen til at bestemme sandsynligheder i bi-
nomialfordelingen, og det skal vi se pa. De to fordelinger ligner nemlig hinanden,
nar n er stor og p ikke er meget stor eller meget lille. Lad os tage et eksempel med
n = 50 og p = 0,4. Jeg abner sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra, veelger
binomialfordeling og taster n = 50 og p = 0,4:
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W =200 = 3.4641016151 B | T

0 2 46 810121416 1820 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

/| Binomial ~ n 50 p 04

Den rgde kurve er normalfordelingen, og den har jeg tryllet frem ved at trykke pa
den rgde "klokke” (gverst til hgjre i screenshottet). Vi kan se at den rgde kurve
(normalfordelingen) ligger teet op ad de bla bokse (binomialfordelingen).

Vi kan bruge normalfordelingen til at finde sandsynligheder i binomialfordelingen
ved at fglge opskriften:

1. Bestem middelveerdi og standardafvigelse for binomialfordelingen.

2. Omskriv sandsynligheden efter fglgende regler:

Binomialfordeling Normalfordeling
P(X =r) P(r—05<X<r+0,5)
P(X <) P(X <r+0,5)
P(X >r) P(X >r—0,5)

3. Aben GeoGebra, og veelg normalfordeling (den er vist valgt pa forhand).
Indtast middelveerdien og standardafvigelsen, du fandt i punkt 1, og bestem
sandsynligheden du fandt i punkt 2.

Vi tager et eksempel.

Vi vil bestemme sandsynligheden P(X < 23) for X ~ b(50;0,4) ved hjeelp af
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normalfordelingsapproksimationen.

Vi bestemmer forst middelveerdi og standardafvigelse. Vi kunne bruge formler
her, men jeg er doven og ggr det vha. GeoGebra. Den konkrete binomialfordeling
er den samme som jeg brugte i screenshottet lige oven over, og der kan jeg se,
at u =20 og o = 3,4641.

Jeg skal bestemme P(X < 23), sa ifolge tabellen i punkt 2 i opskriften skal jeg
bestemme fglgende sandsynlighed i normalfordelingen:

P(X <23+405) = P(X <235)

i GeoGebra. Jeg abner sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra, indtaster
og o og setter sandsynligheden til P(X < 23,5):

Fordeling  Statistik X

p =20 o = 3.4641 (IEJIVAN

5 10 15 20 2I5 3IO 35

_/— Norma||v II"I 20 o 3.4641 I

El=IES:
) =[ 0843830402 ]

Jeg ser at resultatet (for normalfordelingen) er P(X < 23,5) = 0,84 og konklu-
dere at P(X < 23) = 0,84 for binomialfordelingen.

Dvelse 14.2.6
Vi bliver ved den binomialfordelte stokastisk variabel X ~ b(50;0,4).
a) Bestem vha. normalfordelingsapproksimationen P(X = 23)

b) Bestem den sande vaerdi af P(X = 23) og sammenlign med normalforde-
lingsapproksimationen.

Normalfordelingsapproksimationen bliver nyttig, nar vi har binomialfordelinger
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med stor antalsparameter. Prov du f.eks. at indtaste X ~ 5(100000;0,6) i GeoGe-
bra. Fryser din computer? Det ggr min i hvert fald...

Dvelse 14.2.7
Lad X ~ b(100000;0,6).
a) Bestem P(X > 60100).

14.3 Beviser til binomialfordeling

Satning 14.1.1
For en binomialfordeling X ~ b(n, p) geelder:

Bevis

Vi vil vise seéetningen gennem et eksempel. Det er normalt ikke noget man accep-
terer i et bevis, da man jo sa i princippet ikke kan veere sikker pa, at seetningen
geelder i alle tilfaelde. Derfor skal vi hele tiden have i tankerne, at det vi ggr
ogsa skal virke i andre tilfeelde (for alle veerdier af n og 7).

Vi kigger pa tilfeeldet hvor n = 5 og r = 2. Vi skal altsa have 2 succeser i 5
forsgg. Det kan vi fa pa flere mader. Hvis vi kalder success for s og fiasko for f
kunne det f.eks. se sadan ud.

Forsgg nr. 112131415
Succes/fiasko | s [ s | f | f ]| f

Det kunne ogsa se sadan ud:

Forsgg nr. 11213145
Succes/fiasko | f | s | s |f | f

Eller hvad med sadan?

Forsgg nr. 11213145
Succes/fiasko | s | | f|s | f

Der er flere muligheder...
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Vi vil nu se pa sandsynlighederne for de 3 naevnte kombinationer af succes og
fiasko. Vi ved at sandsynligheden for succes er p og derfor ma sandsynligheden
for fiasko veere 1 — p (fiasko er komplementaer til succes). Vi ved ogsé at for-
sogene er uafhengige (vi har forudsat at sandsynligheden er fast hver gang),
hvilket betyder at vi kan gange sandsynlighederne sammen for at fa den samle-
de sandsynlighed. Derfor ma sandsynligheden for det forste eksempel veere givet
ved
p-p-(1=p)-(1-p)-1-p)=p"(1-p)Q

Det naeste eksempel ma have sandsynligheden
(1=p)-p-p-(1=p)-(1-p)=p"(1-p)’

Det sidste eksempel ma have sandsynligheden
p-(L=p)-(L=p)-p-(1-p)=p* (1-p)

Ved at teenke os lidt om kan vi godt se, at alle de forskellige mulige kombinatio-
ner af 2 successer og 3 fiaskoer ma have samme sandsynlighed nemlig p?-(1—p)?.

Vi mangler nu bare at finde ud af hvor mange mader vi kan fa de 2 succeser i de
5 forsgg. Som det ses af tabellerne, er det det samme som at spgrge, hvor mange
mader man kan placere 2 krydser pa 5 pladser og det leerte vi i kombinatorik. Det
var jo tallet K(5,2). Altsa kan vi fa 2 succeser i 5 forsgg pa K(5,2) forskellige

mader og hver af disse kombinationer har sandsynligheden p? - (1 — p)3.

Vi kan nu finde dem samlede sandsynlighed P(X = 2) ved at gange antallet af
kombinationer K (5,2) med sandsynligheden p? - (1 —p)? for hver af kombinatio-

nerne (da sandsynligheden for en haendelse er lig med summen af sandsynlighe-
derne for de enkelte udfald). Vi far sa

P(X =2)=K(5,2)-p*- (1 —p)’.

Vi husker nu hvor tallene 2, 3 og 5 kom fra. Tallet 2 kom fra at vi ville have to
succeser, sa r = 2. Tallet 5 kom fra at vi havde 5 forsgg, dvs. n = 5. Tallet 3
kom fra at vi havde 3 fiaskoer og det fandt vi ud af ved at sige 5 —2 =n —r.
Derfor ma vi have:

P(X =7) = K(n,r)-p' - (1= p)"".
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Kapitel 15
Normalfordelinger (A)

Normalfordelinger er vigtig type af sandsynlighedsfordelinger. Af arsager vi ik-
ke skal komme ind pa, dukker de op i alle mulige sammenhange. Her er nogle
eksempler:

o [ biologiske sammenhaenge (hgjde, veegt osv.)

Variation af stgrrelse pa ting, som er produceret af maskiner.

Fejl i malinger.

I finansielle modeller som f.eks. Black-Scholes modellen.

I forbindelse med bedgmmelsesskalaer.

15.1 Kontinuerte fordelinger

Vi har set flere eksempler pa stokastiske variable. F.eks. har vi set stokastiske
variable der angav antal gjne ved et terningkast eller et antal succeser ved gen-
tagelse af et forspg (binomialfordeling). Falles for alle de stokastiske variable vi
har betragtet indtil videre er, at de har et endeligt antal veerdier og til hver vaerdi
hgrer en sandsynlighed. Ved et terningkast er der f.eks. 6 forskellige muligheder
for antallet af gjne og hver veerdi har sandsynligheden %. Den type af stokasti-
ske variable kaldes diskrete stokastiske variable. Men hvad hvis man nu f.eks. vil
opskrive sandsynlighedsfordelingen for veegt, nar du velger en tilfeeldig voksen
dansker? Her er der ikke et bestemt antal muligheder som ved terningen. Man
kan veje...70,71,72,73,... kg, men man kan jo ogsa veje 70,5 kg eller maske
endda 70,54981365756168 kg, hvis man maler med en vaegt der er ngjagtig nok.
Mulighederne udggr derfor et interval. En sadan sandsynlighedsfordeling kaldes
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en kontinuert fordeling.

@velse 15.1.1

Afgor, hvilke af folgende sandsynlighedsfordelinger der er diskrete og hvilke som
er kontinuerte. I de tilfeelde der er tale om en kontinuert fordeling, skal du angive,
hvad den stokastiske variabel betegner.

a) Vi maler hgjden pa en tilfeeldig udvalgt mand.

b) Vi spegrger en tilfeeldig kvinde pa gaden, hvad hun har af indkomst.

¢) Vi maler temperaturen i et klasselokale pa Niels Brock.
)

d) Vi spgrger en gymnasielev, hvor man gange han/hun/den har veeret pa
Mc Donalds i lgbet af sidste maned.

Taethedsfunktioner

Nar man vil opskrive sandsynlighedsfordelingen for en kontinuert fordeling kan
man ikke ggre ligesom de diskrete fordelinger, hvor vi lavede en tabel. I stedet kan
vi beskrive sandsynlighederne med en tethedsfunktion.

Definition 15.1.1

En taethedsfunktion er en funktion som opfylder at arealet mellem x-aksen og
funktionen er 1.

Betragt den stykkevist definerede linesere funktion med grafen:

Y
0,5 ° o
x

[ T T

1 3

Funktionen er en teethedsfunktion. Det tjekker vi ved at regne arealet A mellem
grafen og x-akse:
Y
0,5

—+--9
wt--@
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Det er nemt at beregne A da vi har et rektangel.
A = hgjde - grundlinje =0,5-2 =1
Da A =1 er det en taethedsfunktion.

Dvelse 15.1.2
Betragt funktionen f med forskriften

flx)=2z, 0<zx<1

a) Gor rede for at f er en teethedsfunktion.

De taethedsfunktioner vi kommer til at arbejde med er noget mere komplicerede
end de to eksempler vi har set indtil videre.

Folgende graf er graf for en teethedsfunktion
0,54
0,44
0,3
0,24

0,1-

Det er umiddelbart ikke sa nemt at tjekke at arealet under grafen er 1, men det
er det. Trust me bro.

Vi bruger taethedsfunktioner til at definere kontinuerte stokastiske variable. Sand-
synlighederne for disse variable er bestem ud fra teethedsfunktionen ved relevante
arealer. Det er nemmest at vise med et eksempel.

Betragt teethedsfunktionen fra eksemplet for.
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0,549
0,4-
0,34
0,2-

0,14

Vi vi nu bestemme P(X < 5) for den stokastiske variabel X som er givet ved
denne teethedsfunktion. Sandsynligheden er bestemt ved arealet under grafen
svarende til x < 5:

0,54Y
0,4+
0,34
0,2+

0,14

1 23 45 6 7 8 9

Vi kan ikke lige regne arealet, men vi kan se at det er ca. halvdelen af det
samlede areal under grafen som jo er 1 (da det er en teethedsfunktion). Derfor
ma det skraverede areal veere ca. 0,5 og vi konkluderer derfor at:

P(X <5)~0,5.

Vi vil nu bestemme P(4 < X < 5), sa vi skraverer arealet svarende det til
4 <x<b5h:
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0,44

0,34
0,24

0,14

1 23 45 6 7 8 9

Vi vurdere at det skraverede areal er ca. % af arealet under grafen sa vi konklu-

dere at
P4<X<5)=0,3

Taethedsfunktionen vi lige har set, er teethedsfunktion for en sakaldt normalfordelt
stokastisk variabel. Det skal vi se neermere pa i naeste afsnit.

@velse 15.1.3
Vi kigger igen pa teethedsfunktionen fra eksempel 15.1.2:

0,549
0,4-
0,34
0,2-

0,14

Vurder fglgende sandsynligheder
a) P(X >5)
b) P(5< X <6)
c) P(X >6)

Nar man har en kontinuert fordeling er der ikke nogen forskel pa ”skarpe uligheds-
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tegn” (<) og "blgde ulighedstegn” (<). Forestil dig, f.eks., at vi har en stokastisk
variabel som antager et tilfeeldigt tal i intervallet [1;3] som vist med taetheds-

funktionen i 15.1.2. Ggr det mon nogen forkskel om vi regner P(X < 2) eller
P(X < 2)7 Lad os se pa det:

Y
0,5 °
1

w--®

Forskellen pa P(X < 2)eller P(X < 2) er om vi teeller den rgde streg med i arealet.
Men eftersom en streg har et areal pa 0 sa ggr det ikke nogen forskel. Vi har altsa
at bade P(X < 2) og P(X < 2) giver samme sandsynlighed, nemlig 0,5 og det
geelder helt generelt for kontinuerte fordelinger at skarpe og blgde ulighedstegn
giver samme sandsynlighed.

@velse 15.1.4
Betragt fglgende graf for en teethedsfunktion.

Y
0.3

0.2

0.1

Vurder fglgende sandsynligheder
a) P(2<X <6)
b) P2< X <9)
c) P(X >38)
d) P(X <5,5)

Taethedsfunktionen fra ovenstaende gvelse er et eksempel pa en teethedsfunktion
for en sakaldt y?-fordelt stokastisk variable. Det maerkelige krgllede X er det gree-
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ske bogstav chi som udtales "ki”. Vi vil stgde pa y>-fordelingerne igen, nér vi skal
lave x2-test, som er et selvstaendigt kapitel her pd mathhx.

15.2 Introduktion til normalfordeling

Normalfordelingen er meget grundleeggende sandsynlighedsfordeling, men ogsa en
teknisk sveer sandsynlighedsfordeling. Man kan definere den ved at opskrive for-
skriften for dens teethedsfunktion.

Definition 15.2.1

En normalfordelt stokastisk variabel X er en kontinuert stokastisk variabel med
en taethedsfunktion pa formen.

() = e 4,

hvor i1 og o er to reelle tal.

Ud fra definitionen kan vi se, at en givet normalfordelt stokastisk variabel er
bestemt ved o og u, da det er de to eneste parametre i funktionen ud over .
Man kan vise at disse to parametre er hhv. middelvaerdi og standardafvigelse for
X. MEN forskriften i definitionen er for kompliceret til at vi (gymnasieelever)
kan regne pa den (maske regner vi lidt pa den pa A-niveau), sa vi skruer ned for
ambitionerne og starter forfra. For os er det nok at vide:

o En normalfordelt stokastisk variabel er en kontinuert stokastisk variabel med
klokkeformet teethedsfunktion.

o Normalfordelingen er fastlagt ved middelvaerdien i og standardafvigelsen o.

e Middelveerdien er z-veerdien til det punkt hvor teethedsfunktionen har sit
maksimum, og teethedsfunktionen er symmetrisk omkring middelvaerdien.

Vi benytter skriveméaden X ~ N(u, o) til at skrive at X er en normalfordelt sto-
kastisk variabel med middelveerdi i og standardafvigelse o. I stedet for "normal-
fordelt stokastisk variabel ” vil vi nogle gange bare skrive "normalfordeling”.

Betragt grafen for en taethedsfunktion
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Grafen kan godt veere teethedsfunktion for en normalfordeling. Det kan vi se
fordi den er symmetrisk (omkring z = 5) og har form som en klokke.

Det er rent faktisk grafen for teethedsfunktion for normalfordelingen X ~ N(5,1).
Altsa normalfordelingen med middelveerdi 5 og standardafvigelse 1.

Dvelse 15.2.1

Her ses graferne for 4 taethedsfunktioner:

Yy Yy
x /\ x
Graf 1 Graf 2
Y Y
/\ x x
Graf: 3 Graf: 4

a) Hvilke af disse grafer kan ikke vaere graf for en teethedsfunktion for en
normalfordeling?
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Da en normalfordeling er en kontinuert sandsynlighedsfordeling, finder vi sand-
synlighederne som arealer under taethedsfunktionen. Betragt normalfordeling
med teethedsfunktionen:

Yy

Vi bestemmer P(3,4 < X < 45) ved at finde arealet svarende til 3.4 < x < 4.5:

Y

Vi ser at arealet er pa ca. i, sa vi konkluderer at

P(34 < X <45)~25%
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Dvelse 15.2.2
Betragt fglgende taethedsfunktion for en normalfordeling;:
(Y

T T T T T T T T T T T T T

1 2 3 4

Vurder fglgende sandsynligheder
a) P(X <2)
b) P(X > 2)
c) P(1,5 <X <3)
d) PA<X<1,7)

Betydning af middelvaerdi og standardafvigelse

Vi kan vurdere middelveerdien og standardafvigelsen ud fra teethedsfunktionen.

Her ses grafen for teethedsfunktionen for en normalfordeling

Yy

Vi kan se at grafen er symmetrisk omkring x = 5, sa vi konkludere at =5
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Dvelse 15.2.3

Her ses grafen for taethedsfunktionen for en normalfordeling:

Yy

T T T | T T T T T

12 3 4 5 6 7 8 9

a) Vurder middelveerdien

Det er svaerere at vurdere standardafvigelsen. Men der findes en regel som kan
hjeelpe os her:

Satning 15.2.1 (68-95-99,7-reglen)
For en normalfordelt stokastisk variabel X ~ N(u, o) geelder fglgende:
Plu—o< X <pu+o)~68%

P(p—20 < X < p+20)=95%
P(p—30 <X < pu+30)~99,7%

Vi kan illustrere seetningen med tegningen:
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G

w— 30 w— 20 nw—o M w+o W+ 20 W+ 30

Vi har altsa:

Sandsynligheden for at finde X indenfor en afstand af 1o fra pu er 68%.
Sandsynligheden for at finde X indenfor en afstand af 20 fra u er 95%.
Sandsynligheden for at finde X indenfor en afstand af 3o fra u er 99,7%.

Betragt grafen for teethedsfunktionen for en normalfordeling.

Y

Vi kan se at grafen er symmetrisk omkring = 6, sa 4 = 6. Vi finder stan-
dardafvigelsen ved at se hvor langt vi skal ga fra middelveerdien for at fa et
areal pa 68%. Vi prover at lave et areal pa 68% ved at ga symmetrisk ud fra
middelveerdien:
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Sadan, nu ligner det ca. 68%. Vi kan se at vi er gaet 1 ud til begge sider, sa
o~ 1.

Dvelse 15.2.4

Betragt grafen for teethedsfunktionen for en normalfordeling.

Y

7 :

T T T T

L 1T 1
-2 —1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) Vurder middelveerdien.

b) Vurder standardafvigelsen.
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Dvelse 15.2.5
Her er tre teethedsfunktioner for tre forskellige normalfordelinger

Y

a) Placer graferne i reekkefglge ud fra middelveerdi, fra mindste til storste.

b) Placer graferne i reekkefglge ud fra standardafvigelse, fra mindste til ster-
ste.

@velse 15.2.6 (Svzer)

En Amerikaner vil gerne starte en skofabrik. Hun ved at skostgrrelser for meend
er normalfordelt X ~ N(11;1,5).

a) Brug 68-95-99,7-reglen til at vurdere hvilken mandestgrrelser hun skal
producere. Der kan veere flere rigtige svar til denne opgave.

Standardnormalfordelingen

Normalfordelingen Z ~ N(0; 1) kaldes standardnormalfordelingen. Laeg meerke til
at vi bruger bogstavet Z i stedet for X, nar vi har med standardnormalfordelingen

af gore.
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@velse 15.2.7
Lad Z ~ N(0;1).
a) Hvad kaldes denne fordeling?
b) Hvad er dens middelveerdi og standardafvigelse?
¢) Bestem P(Z > 0)
d) Bestem P(—1 < Z < 1) (VINK: brug 68-95-99,7-reglen)
e) Bestem P(Z < —2) (VINK: brug 68-95-99,7-reglen)
0

Lav en skitse af teethedsfunktionen.

15.3 Normalfordelinger i GeoGebra

Vi abner GeoGebra og abner sandsynlighedslommeregneren:

Geogebra klassisk - GeoGebra

KA > OO LN 2
P s N *

GeoGebra klassisk Iommeregr@

N Graf

@ Geometri

& 3D Grafik
X= CAS

H» Regneark

i A Sandsynlighed

8 Eksamen

123 fx) ABC #8&

x y z z 7 8 9 x + ¥ Hent

Sandsynlighedslommeregneren kan ogsa abnes her:
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[ ] Geogebra klassisk - GeoGebra

K][AAADe)o) <) N =]+

23

e Input... 0%0 4%; B Fil 1
4 /" Rediger
¢ Perspektiv
; 2 a@
2 N Algebra vindue
; = [ cas
@ Tegneblok
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 & O Tegneblok 2
H & [J 3D Grafik
" [J Regneark
T2 3 @andsynlighedslommeregns
Vi tjekker at lommeregnerne allerede star pa normalfordeling:
oc Q=
Fordeling  Statistik
u=00=1 = /o
-4 -3 -2 2 3 4
Va v uo 5 1
1@
L= <x< 1 )= 0.6827

Det giver sig selv, hvordan man bruger lommeregneren. Man kan kun valge "blg-
de” ulighedstegn (<) og ikke skarpe ulighedstegn (<), men det er ikke noget
problem da vi husker at der ikke er nogen forskel pa de to ulighedstegn, nar vi har

med kontinuerte fordelinger at ggre.
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ADvelse 15.3.1

For en normalfordeling X ~ N(2,5), skal du bestemme fglgende sandsynligheder
i procent vha. sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

a) P(X <3).

b) P(X > 10)

c) P(=5 < X <5).

d) Sandsynligheden for at X er mindre end eller lig med 1.
)

e) Sandsynligheden for at X ligger mellem 3 og 6.

Dvelse 15.3.2

I en intelligenstest maler man en persons intelligenskvotient I1Q). I dag er testene
konstrueret pa en made, sa resultaterne er normalfordelte med en gennemsnitlige
IQ pa 100 og standardafvigelsen pa 15. Vi udvaelger nu en tilfeeldig person.

a) Hvad er sandsynligheden for at personens intelligens er under gennemsnit-
tet?

b) Hvad er sandsynligheden for at personen har en IQ pa under 807
¢) Hvad er sandsynligheden for at personen har en I1Q mellem 80 og 1207

Dvelse 15.3.3

En maskine haelder sukker i en pose. Den er indstillet til at haelde 1050 g i en 1
kg pose, men det faktiske indhold er normalfordelt med en middelvaerdi pa 1050
g og en standardafvigelse pa 28 g.

a) Bestem sandsynligheden for at der er under 1 kg sukker i en pose.

b) Bestem sandsynligheden for at der er mere end 1080 g i en pose.

15.4 Normalfordelte observationssaet

Lad os lege at vi plukker aebler fra en @bleplantage. Her mener jeg frugten aeble
og ikke computermaerket ”Apple”. Vaegten af et aeble vil variere fra @eble til aeble,
og derfor kan vaegten af et tilfeeldigt aeble beskrives med en stokastisk variable X.
Vi antager nu at veegten X malt i gram fglger normalfordelingen:

X ~ N(100,20).
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Lad os sige at vi plukker 500 a&ebler, og laver et histogram over deres vaegt. Hvordan
ville vi forvente at histogrammet sa ud? Ja det ma jo ligne teethedsfunktionen for
X, fordi arealerne af sgjlerne i histogrammet viser frekvenserne, og frekvenserne
ma, jo svare til sandsynlighederne. Altsa hvis der er 15% sandsynlighed for at et
aeble vejer mellem 110 og 120 gram, sa vil vi jo forventer at 15%, af de aebler vi
plukker, vil veje mellem 110 og 120 gram osv. Jeg har simuleret 500 aebler ud fra
normalfordelingen med p = 100 og o = 20:

10%

—r— I —

1

I
40 60 80 100 120 140 160

Jeg tilfgjer nu taethedsfunktionen for X ~ N (100, 20.:

10% I\

e s

1

40 60 80 100 120 140 160

Vi kan se at histogrammet fglger taethedsfunktionen som forventet.

I ovennaevnte eksempel startede vi med at antage at aeblerne var normalfordelte.
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Men typisk ved man ikke hvordan et givet observationssaet er fordelt. I sadan et
tilfaelde kan man undersgge om observationssaettet er normalfordelt. Vi skal nu se
hvordan. Vi vil tage udgangspunkt i det forste observationssaet i filen: her. Vi skal
ogsa bruge WordMat-statistik (som I ogsa kan abne fra Word, hvis I har WordMat
installeret — klik WordMat — Statistik).

Vi starter med at abne observationssattet og WordMat-statistik og copy-paste
data fra det forste observationssaet ind i WordMat-statistik som vist her:

Optelling / gruppering Interval
Start Slut laengde

valg:| Datasztl | | | |
e |

Kopier til gvrige ark

Ugrupperet opteelling Grupperet opteelling

Obs. Obs. Hyppighed Start Slut Hyppighed
11,89 4,446 1
11,77 5,291 1
12,37 6,314 1
9,65 6,347 1
9,82 6,384 1

Vi skal nu gruppere materialet. Vi kan se at veerdierne (i hvert fald) ligger imel-
lem 0 og 20 sa vi veelger det som graenser. Vi satter intervalbredden til 1, sa
vi far 20 intervaller. Generelt er det en god ide at lave histogrammet med 10-20
intervaller:

Optzlling / gruppering Interval
laengde

valg:| Dataset1 |

Kopier til gvrige ark

Efter vi er feerdige med at gruppere klikker vi "Kopier til gvrige ark":

Optzlling / gruppering Interval
Start Slut laengde

Velg:| Dataszt 1 | o 20| 1
*

Vi klikker s& fanen "Histograf- Fit'i bunden:

Yyl 10,29 7,621

1
28 8,98 7,662 1
il 10,00 7,697 1
e[l 12,24 7,86 1

Data

Vi ser at WordMat har tegnet en normalfordelingskurve oven i histogrammet. Den
har ikke gjort det specielt godt som vi kan se
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./assets/normalfordelt_eller_ej.xlsx
./assets/word-mat-statistik.xlsm
./assets/normalfordelt_eller_ej.xlsx
./assets/word-mat-statistik.xlsm

Interval
Fra Til Frekvens
0 1 0%
1 2 0%
2 3 0%
3 4 0%
4 5 1%
5 6 1%
6 7 4%
7 8 11%
8 9| 0,125
9 10 19%
10 11 0,22
11 12 0,15
12 13 0,11
13 14 0,03
14 15| 0,025
15 16| 0,005
16 17 0
17 18 0
18 19 0
19 20 0

Histogramfitning til normalfordeling

u= 9,078
0=2,199

Ettern er 4%

Histogram

N

T

8

Observationer

10

12

14

16

18 20

Heldigvis kan vi justere middelvaerdi og standardafvigelse pa normalfordelingen.
Vi prgver med p = 10 og 0 = 2:

Etterner 4%

Histogram

Histogramfitning til normalfordeling
Interval
Fra Til Frekvens ‘
0 1 0%
1 2 0% —
2 3 0%
3 4 0%
4 5 1%
5 6 1%
6 7 4%
7 8 11%
8 9| 0,125
9 10 19%
10 11 0,22
11 12 0,15
12 13 0,11
13 14 0,03
14 15| 0,025
15 16| 0,005
16 17 0
17 18 0
18 19 0
19 20 0

I~ 1

2 4

—24

6

8

Observationer

10

12

14

S

16

18 20

Det var meget bedre. Vi kan se at normalfordelingenskurven ligger nogenlunde
paent langs histogrammet og vi kan dermed sige at observationssattet er normal-
fordelt med p = 10 og 0 = 2 — sddan ca. altsa.

Vi kan finde et mere praecist bud pa middelvaerdien og standardafvigelsen ved at
klikke pa "Normal-Plot":
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Grafisk normalfordelingstest Punkterne skal ligge pa en ret linje for at kunne bekraefte en normalfordeling.
k|

Data Punkterne skal ligge pa en 1 Normal p|0t
4,44517_| (Skeerig modxaaksen ,
5,29134 [ing aflinjen] /10,1463
6,31385 03 3
6,34732 ¢
6,38413 QQ-plot estimat 2 4'.’
6,57665 puY 10,1463
6,61467 o= 1,98421 1
6,72738
6,97117 Stikprgven 0
7,01661 x= 10,1463 y 10 1 1 16
7,07201 s 1,94051 | -1
7,1925 NS 200
7,20212 2 i
7,20928 /
7,22848 -3
7,25962
3’32??? g Observationer

Her har WordMat har lavet et sakaldt normalfordelingsplot af punkterne. Vi be-
meaerker to ting:

1. Punkterne ligger ca. pa en linje. Det betyder at observationsseettet er nor-
malfordelt.

2. Vi aflaeser = 10,15 og o = 1,95 ude til venstre (markeret med rgdt).

Dvelse 15.4.1

a) Afgor om de resterende observationssaet er er normalfordelte og angiv i
givet fald et estimat for deres middelveerdi og standardafvigelse.

15.5 Fordelingsfunktioner

Vi har leert at en kontinuert fordeling er bestemt ved dens teethedsfunktioner.
Der findes imidlertid en anden made man kan beskrive en kontinuert fordeling,
nemlig ved dens fordelingsfunktion. En fordelingsfunktion for en kontinuert sand-
synlighedsfordeling er en funktion F' der til ethvert xy knytter sandsynligheden
P (X S .fli'o):
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Sagt pa en anden made: Fordelingsfunktionen F' er defineret ved
F(zx)=P(X <x)
I det folgende vil vi begraense os til fordelingsfunktioner for normalfordelinger.

ADvelse 15.5.1
Lad X ~ N(2,4).

a) Bestem F'(3) ved hjeelp af taethedsfunktionen i GeoGebra. Ja, jeg har ikke
vist et eksempel pa hvordan man ggr, men gvelsen er en test, om man har
forstaet, hvad en fordelingsfunktion er. Den kan regnes med kendt teknik

i GeoGebra.

Man kan finde fordelingsfunktionen i GeoGebra. Vi abner sandsynlighedslomme-
regneren som vi plejer. Her er teethedsfunktionen for N(0,1):

H=00="1 N B

/" Normal v po o1

] ][ L P -1 <X< 1 )= 0.6827

Klikker man pa knappen til venstre for der hvor der star "Normal” i screenshottet
(knappen har en bla graf pa sig), far man folgende:
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u=00=1 =

0.5 q

4 3 2 4 0

Normal v pu 0 o 1
[] T [ P(xs 1 ) = 0.8413

Dette er fordelingsfunktionen, og sadan som den er indstillet i screenshottet, kan
viseat P(X < 1) =0,8413. Vi ser at sandsynligheden er markeret med en vandret
rgd linje. Det er fordi at sandsynlighederne her er bestemt ved funktionsveerdier,
i stedet for arealer som ved teethedsfunktionen.

Vi vil bestemme sandsynligheden P(2 < X < 8) for normalfordelingen N (5, 10)
ved hjeelp af fordelingsfunktionen. Da fordelingsfunktionen kun kan give os sand-
synligheder péa formen P(X < x) ma vi forst overveje, hvordan vi kan udtrykke
den gnskede sandsynlighed ved hjzlp af sandsynligheder pa formen P(X < x).
Det er ikke sveert:

P(2< X <8) =P(X <8)— P(X <2).

Ved hjaelp af fordelingsfunktionen bestemmer vi P(X < 8) og P(X < 2). Her
er vist P(X < 8):

p=50=10 >

1

0.5 1

b

Normal vou 5 o 10
1 LT [ P(x< § ) = 06179
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Vi kan se at P(X < 8) = 0,6179. Tilsvarende findes P(X < 2) = 0,3821. Sa vi
far

P(2< X <8)=P(X <8)— P(X <2)=0,6179 — 0,3821 = 0,2358.

Altsa har vi at
P(2< X <8)=24%
Dvelse 15.5.2

Regn fglgende sandsynligheder for fordelingen N (20, 10) ved hjeelp af fordelings-
funktionen.

a) P(X < 15)
b) P(15 < X < 22)
c) P(X > 12)

For en fordelingsfunktion for en normalfordeling geelder der altid at F'(u) = 0,5.
Det er fordi at en normalfordeling altid er symmetrisk omkring middelvaerdien sa
P(X <p)=05.

;0

En fordelingsfunktion med en lille standardafvigelse er stejl i neerheden af middel-
vaerdien.
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0,5 1

X

T

12 3 4 5 6 7 8 9
Mens en fordelingsfunktion med stor standardafvigelse er mindre stejl omkring
middelveerdien:

0,5 1

Dvelse 15.5.3 (Sveer)

a) Forklar hvorfor fordelingsfunktion er stejl i neerheden af middelveerdien
nar standardafvigelsen er lille.

Ekstra

Vi vil komme med vores bedste bud for middelveerdien og standardafvigelsen
for normalfordelingen givet ved fglgende taethedsfunktion:
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0,5 1

X
T T T

2 3 4

Middelveerdien p er nem. Den ma veere ca. 3. Det kan vi se fordi at det er ved

ca. 3 at funktionsveerdien er %

Standardafvigelsen er lidt sveerere. Vi ved fra 68-95-99 7-reglen at sandsynlig-
heden
Plp—20 <X <pu+20)~95%.

Dvs. at P(X < u—20) ma veaere ca. 2,5%. Det sveert at aflaese 2,5% pa y-aksen

;men det ma veere ca. ved x = 2. Altsa er u — 20 ~ 2 og da u ~ 3, ma det

1

betyde at o & 3

Dvelse 15.5.4

Betragt fordelingsfunktionen for en normalfordeling:

BE

0,5 4

X

T

123456789
a) Kom med dit bedste bud pa middelvaerdien.
b) Kom med dit bedste bud pa standardafvigelsen.
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Hvis du er startet pa HHX i 2023 eller tidligere skal du huske, at ga tilbage
til binomialfordeling og regn afsnittet om normalfordelingsapproksimationen (af-
snit 14.2)
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Kapitel 16

Konfidensintervaller

Konfidensintervaller er et emne inden for statistik. Statistik laves ofte ud fra
stikprgver, da man i praksis har begraensede ressourcer, nar man skal lave en
undersggelse. Men det kan vaere sveert at vide, i hvilken grad, man kan stole pa
resultatet fra stikprgven — isaer hvis stikprgven er lille. Derfor kan det nogle gan-
ge vaere fordelagtigt at angive et interval i stedet for en veerdi. Altsa et interval,
som med rimelig sikkerhed indeholder den sggte veerdi. Et sadan interval kaldes et
konfidensinterval (da vi er ”"confident”, det indeholder den veerdi, vi sgger).

16.1 Konfidensintervaller — binomialfordeling

Forstil dig, at du ejer en aebleplantage. En del af &eblerne er du ngdt til at kassere,
da de ikke lever op til kvalitetskravene. Du vil nu gerne undersgge, hvor stor
en andel af @&blerne, du skal kassere. Samtlige aebler pa plantagen kalder vi for
populationen. Det ville veere for stort et arbejde at undersgge hele populationen,
sa du udtager en stikprove. Lad os sige, at du finder ud af at 10% af aeblerne i din
stikprove skal kasseres. Kan du sa veere sikker pa at 10% af aeblerne i populationen
skal kasseres? Selvfglgelig ikke. Det kunne f.eks. veere at din stikprgve tilfeeldigvis
indholdte seerlig mange darlige aebler, og at de 10% derved var misvisende. Vi siger
at de 10% er et estimat for andelen af darlige @ebler (i populationen) og betegner
det med p. Hvis vi vil udtale os med rimelig sikkerhed, er vi ngdt til at angive et
interval rundt om vores estimat. Det kunne f.eks. se saledes ud:

[8%:; 12%)]

Hvis vi er 95% sikre pa, at andelen af darlige @bler (for populationen) ligger i
dette interval, kalder vi intervallet for et 95%-konfidensinterval.
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Konfidensintervaller i GeoGebra

Vi skal nu se hvordan vi bestemmer et sadan konfidensinterval i GeoGebra. Lad
os sige, at vi har udtaget 500 abler og 50 af dem var darlige. Vi abner sandsyn-
lighedsregneren i GeoGebra og vaelger "Statistik”.

Fordeling 3 ‘_}. B Fil 1

p=0oc=1 = 7" Rediger
) Perspektiv

M Vis

Y, Algebra vindue
x= CAS

N Tegneblok

& Tegneblok 2

N 3D Grafik

s

Regneark

SO0 08 0O

Sandsynlighedslommeregne

2

Vi veelger nu "Z interval for andel”:

Fordeling  Statistik

I Z interval for andel v

Konfidensniveau 0.95

Eksempel
Successer ?

n ?

Vi skal nu udfylde tre felter:

Konfidensniveau | Her skriver vi den sikkerhed (angivet som decimaltal) vi gnsker.

Successer Her skriver, vi hvor mange darlige aebler vi har faet.

n Her skriver vi stikprgvestgrrelsen.

Vi vil gerne have 95% sikkerhed, sa vi skriver 0,95 som "Konfidensniveau”. Vi har
50 darlige abler i stikprgven, sa det skriver vi som ”Successer”. Ved n skriver vi
500, da vi har udtaget en stikprgve pa 500 abler. Det giver:
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Fordeling = Statistik

Z interval for andel v

IKonfidensniveau 0.95 I

Eksempel
‘Successer 50 ‘

n 500

Resultat

Z interval for andel

Successer 50

n 500

SE 0.0134164079
Nedre graense 0.0737043238

@vre graense 0.1262956762
Interval 0.1 + 0.0262956762

Nederst ud fra ”Interval” star der 0,1 £ 0,026296. De 0,1 er vores estimat for
andelen af darlige aebler. Vi har altsa

p=0,1

Det er ikke overraskende at p = 0,1 = 10%, da 50 ud af 500 er 10%. Vi kan nu
aflaese konfidensintervallet 1 screenshottet. Det er det lukkede interval fra ”Nedre
graense” til "Ovre graense”, hvilket er intervallet:

[0,074; 0,126]

Det betyder, at vi med 95% sikkerhed kan sige, at mellem 7,4% og 12,6% af alle
ablerne i populationen er darlige. Sa vores bedste bud pa andelen af darlige sebler
er 10%, men hvis vi skal tage forbehold for usikkerhed, vil vi begraense os til at
sige, at mellem 7,4% og 12,6% af alle aeblerne i plantagen er darlige.
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ADvelse 16.1.1

En elev ville undersgge ungdomsarbejdslgsheden i Danmark og spurgte 200 re-
praesentativt udvalgte unge, om de var i arbejde. Der var 32 ud af de 200 som
ikke var i arbejde.

a) Angiv et estimat af ungdomsarbejdslgsheden.

b) Bestem et 95%-konfidensinterval for ungdomsarbejdslgsheden og forklar,
hvad det betyder.

¢) Bestem et 90%-konfidensinterval for ungdomsarbejdslgsheden og forklar,
hvad det betyder.

d) Hvilket interval er bredest? 90% eller 95%-konfidensintervallet?

Konfidensintervaller ved beregning

Vi skal nu se pa, hvordan man beregner konfidensintervaller ved hjeelp af en formel.
For vi opstiller formlen, skal vi se pa noget teori, der ligger bag formlen. Vi bliver
ved ableplantagen. Nar vi udtager 500 aebler, vil antallet af darlige sebler veere
binomialfordelt. Vi husker nemlig, at en binomialfordeling bestar af n uafhaengige
forsgg, hvor hvert forsgg har en successandsynlighed pa p. I vores tilfeelde er n =
500, fordi vi udtager 500 &bler. Sandsynlighedsparameteren p, er sandsynligheden
for et darligt eeble, og den kender vi ikke. Det er faktisk den, vi gerne vil finde,
da sandsynligheden for at fa et darligt seble, ma veere det samme som andelen
af darlige aebler (i populationen). Altsa, hvis der 10% sandsynlighed for at fa et
darligt aeble, ma det veere fordi 10% af seblerne er darlige. Sa vi leder efter en formel
for et konfidensinterval for sandsynlighedsparameteren i en binomialfordeling.

For vi kan beregne konfidensintervallet, har vi brug for nogle forskellige st@rrelser.
For det fgrste har vi brug for et estimat for p. Det finder vi med formlen:

.

p=—

n
Her er p estimatet, x er antal succeser og n er antal forsgg. I eksemplet med aebler
har vi n = 500, fordi der er 500 aebler i stikprgven, x = 50 fordi der var 50 darlige

aebler. Estimatet p bliver sa:
50
ph=——=20,1
P= %500 ="
Vi har ogsa brug for nogle "fraktiler i en normalfordeling”. Dem som afslutter
matematik pa A-niveau vil leere hvad det betyder. For resten af os, er det bare

nogle tal, vi finder i en tabel:
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Konfidensniveau | z;_q
90% | 1,645
95% | 1,960
99% | 2,576

Tabel 16.1: Fraktiler ud fra konfidensniveauet

[ tabellen ser vi fraktilerne, der betegnes med z; g, for forskellige konfidensni-
veauer. Vi husker, at konfidensniveauet betyder den sikkerhed, vi gnsker vores
konfidensinterval skal have.

Satning 16.1.1
Hvis p opfylder at n-p- (1 — p) > 9 kan et konfidensinterval I for sandsynlig-

hedsparameteren p i en binomialfordeling bestemmes ved formlen:

p(1— 1) p(1 =)

I'=p—z1 e \\———p+2_2-
n n

Her er :
n: Stikprgvens stgrrelse

p: Estimat af sandsynlighedsparameteren p.

z1-gt (1 — %)—fraktﬂen i standardnormalfordelingen.

Kravet n-p- (1 —p) > 9 skal ses som en tommelfingerregel. Formlen giver ikke det
eksakte konfidensinterval, men kun en tilnaermelse. Tilnszermelsen bliver bedre jo
hgjere n-p- (1 —p) er. GeoGebra bruger i gvrigt samme formel, s& vi ber egentlig
ogsa tjekke kravet, nar vi bruger GeoGebra.
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Dvelse 16.1.2

Mor Jette laver en mgnt ud af ler og kaster den 80 gange. Hun far 34 plat.
Hun vil nu gerne bestemme et konfidensinterval for sandsynligheden for at sla
plat.

a) Bestem p.

)
b) Regnn-p- (1 —p) og tjek om kravet n-p- (1 —p) > 9 er opfyldt.
¢) Bestem ved beregning et 95%-konfidensinterval for p.

)

d

Mor Jette mener at mgnten er fair, men Jessica Priscilla tror ikke pa
hende. De bliver enige om at spgrge dig. Hvad siger du til dem?

Bredden af konfidensintervaller
Nar vi bestemmer konfidensintervaller, er der to ting, vi gerne vil have opfyldt:

1. Konfidensniveauet er hgjt. Det betyder nemlig, at vi er meget sikre pa at
intervallet indeholder den sande veerdi for p. I eksemplet med aeblerne var
konfidensniveauet 95%, hvilket betgd, at vi var 95% sikre pa, at andelen af
darlige eebler 1a mellem 7,4% og 12,6%. Det havde selvfglgeligt vaeret bedre,
hvis vi kunne veere f.eks. 99% sikre pa, at andelen 14 imellem de to veerdier.

2. Intervallet er smalt. Det betyder nemlig, at vi siger noget mere praecist om,
hvad p kan veere. I forhold til seblerne gik intervallet fra 7,4% til 12,6%. Det
betyder, at andelen af darlige aebler (sandsynligvis) ligger et eller andet sted
imellem de to veerdier. Det ville selvfglgelig veere bedre (mere praecist), hvis
vi f.eks. kunne sige, at andelen (sandsyligvis) 14 mellem 9% og 11%.

Det viser sig desvaerre (og ikke helt overraskende), at det er sveert at opna begge
dele pa en gang. Konfidensniveauet veelger vi selv, og derfor er der ikke sa meget
at sige til det, sa vi vil nu fokusere pa, hvad der afggr bredden af intervallet. Vi vil
tage udgangspunkt i seetning 16.1.1. Ifglge seetningen er intervallet givet ved

R p(l—p). .
I=|p—z-g- n);erzl_a-

Seetter vi k = 21_a - p(1=p)

Vi kan vise intervallet pa en tallinje:
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p—Fk D p+k

Det er tydeligt fra tallinjen at intervallets bredde er givet ved 2k. Hvis k er stort
vil vi altsa fa et bredt interval, mens en lille k-veerdi vil give et smalt interval. Lad
os derfor undersgge hvad der ggr k stor hhv. lille. Vi havde:

p(1 - p)

k:zl_%-
n

Vi ser at:

o k er stor, hvis z;_g er stor. Dette er umiddelbart klart ud fra udtrykket. Vi
ser i tabel 16.1 at z1_a er stor, hvis konfidensniveauet er stort. Det giver god
mening, at hvis vi vil veere meget sikker pa at intervallet indeholder p, sa far
vi ogsa et bredt interval.

e k er stor, hvis n er lille. Fordi, hvis n er lille, bliver nsevneren i brgken lille,
og derfor bliver hele brgken stor, og dermed bliver kvadratroden ogsa stor.
Det giver god mening, at en lille stikprgve giver et bredt interval, da det
sveert at fastleegge p med stor praecision, hvis stikprgven er lille.

Ud over dette athaenger bredden af intervallet ogsa af p, men i modseaetning til 21
og n, er det ikke noget vi selv har indflydelse pa. Da vi ville undersgge andelen af
darlige aebler, besluttede vi selv, at vi ville have et konfidensniveau pa 95%, og at
vi ville udtage en stikprgve 500 aebler. Andelen af darlige ebler i stikprgven har vi
ikke mulighed for at pavirke. Alligevel kan det veere interessant at afklare, hvilken
pavirkning p har pa bredden af konfidensintervallet, sa hvis du har mod pa det,
kan du laese om dette i det efterfglgende ekstraafsnit.

Dvelse 16.1.3 (Svzer)

Ud fra vores rasonnementer er det nemt at opstille en formel for bredden af
konfidensintervallet.

a) Bestem en formel for bredden B af konfidensintervallet

b) Bestem hvor stor en stikprgve vi skal udtage, hvis p = 0,4, konfidensni-
veauet er 90% og vi gnsker en bredde pa 0,1.
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Ekstra
Betydning af p for bredden af konfidensintervallet

Bredden af konfidensintervallet var bestemt af stgrrelsen:

Vi vil nu finde ud af, hvilken veerdi af p som ggr k storst. Vi ser at k er stor nar
brgken under kvadratroden er stor. Brgken bliver stor nar teelleren, dvs. p(1 — p),

er stor. Vi skal altsd undersgge, hvornar p(1 — p) er stor. Vi ganger parentesen
ud:

p(1—p)=p—p*

=—p"+p
Udtrykket —p? + p har form som et andengradspolynomium med koefficienterne
a=—1,b=1o0g c=0. Fordi a er negativ, er det et konkavt polynomium og har
derfor maksimum i toppunktet. Vi regner forstekoordinaten til toppunktet:
—b -1
— = =0,5
2 2-(=1)

Udtrykket er altsa stort nar p = 0,5.

Dvelse 16.1.4

Vi brugte toppunktsformlen til at né frem til at p(1 — p) er storst, nar p = 0,5.
Alternativt kunne vi have brugt differentialregning.

a) Redeggr for at p(1 — p) er storst, nar p = 0,5 vha. differentialregning.

Preaecisering af konfidensniveauet

Man kan undre sig over, hvad 95%-sikkerhed betyder i forbindelse med konfiden-
sintervaller. Det skal forstas pa den made, at hvis du lavede rigtig mange stikprg-
ver med tilhgrende konfidensintervaller, sa ville 95% af dine konfidensintervaller
indeholde andelen af darlige @bler (i hele populationen). Sa de 95% er ikke en
sandsynlighed for at et konkret interval indeholder andelen af darlige sebler. An-
delen er nemlig ikke stokastisk (tilfeeldig), sa sandsynligheden for at et konkret
interval indeholder andelen er enten O eller 100%. Det er selve stikprgven der er
stokastisk (det er tilfeeldigt, hvilke sebler du far fat i). Denne pointe er vigtig, hvis
man gnsker at udlede formler for konfidensintervaller.
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16.2 Konfidensintervaller — normalfordeling (A)

I dette afsnit skal vi se pa, hvordan man laver konfidensintervaller for middelveer-
dien i en normalfordeling.

Konfidensintervaller i GeoGebra

Vi bliver ved vores a&bleplantage, men nu er vi ikke leengere interesserede i andelen
af darlige aebler, vi er interesseret i gennemsnitsvaegten. Vi antager at aeblernes
veegt er normalfordelt med middelveerdi p og standardafvigelse o, og vi vil altsa
gerne finde p. Vi udtager en stikprgve og gennemsnitsvaegten i stikprgven er et
estimat for populationens (alle a&blerne i plantagen) gennemsnitsvaegt. Vil vi be-
stemme et konfidensinterval for gennemsnitsvaegten, har vi ogsa brug for at kende
populationens standardafvigelsen. Typisk er den ikke kendt pa forhand, hvilket
betyder, at vi ma estimere den. Her sker der noget overraskende. Stikprgvens
standardafvigelse er ikke et (godt) estimat for populationens standardafvigelse.
Man kommer generelt til at skyde for lavt, hvis man bruger stikprgvens standard-
afvigelse som estimat for populations standardafvigelse. I stedet skal man regne
stikprove-standardafvigelse. Det kan man ggre i Excel med kommandoen:

STDAFV.S

Vi betegner estimatet for populations middelveerdi med /i og estimatet for popu-
lationens standardafvigelse med 4.

Antag, at vi har en stikprgve fra en normalfordelt population. Stikprgven bestar
af tallene: 14,15, 19

Vi regner et estimat for populationens middelveerdi og standardafvigelse i Excel:

[x =STDAFV.S(A1:A3)

C D
1 14 Estimat for middelvaerdi 16
2 15 Estimat for standardafvigelse: 2,645?5131!
3 19

Vi har altsa estimaterne i = 16 og 6 = 2,65.

Middelveerdien har jeg fundet med kommandoen MIDDEL og standardafvigelsen
er fundet som med kommandoen STDAFV.S som vist i screenshottet.
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Dvelse 16.2.1

Antag, at vi har en stikprgve fra en population. Stikprgven bestar af tallene:
1,5,7,11

a) Bestem et estimat for populationens middelveerdi

b) Bestem et estimat for populationens standardafvigelse

I eksempel 16.2.1 fandt vi et estimat for middelveerdien ud fra en stikprgve. Ud
fra dem kan vi bestemme et konfidensinterval for middelveerdien

Vi vi bestemme et 95%-konfidensinterval for middelveerdien af populationen fra
eksempel 16.2.1. T eksemplet fandt vi estimaterne i = 16 og 6 = 2,65. Vi abner
sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra og veelger fgrst "statistik” og derefter
"t-interval af middel”:

[ ] Sandsynlighed - GeoGebra

Fordeling

t interval af middel v

Konfidensniveau 0.95

Eksempel
Middel ?

s ?

N ?

Ud over konfidensniveauet, skal vi taste tre tal for at finde konfidensintervallet:
Middel: Estimat for middelveerdien. I vores tilfeelde: 16

s: Estimat for standardafvigelsen. I vores tilfeelde 2,65

N: Antallet af observationer. I vores tilfeelde: 3

Det taster vi og far:
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t interval af middel v

Konfidensniveau 0.95
Eksempel
Middel 16
s 2.65
N 3

Resultat

t interval af middel

Middel 16

s 2.65

SE 1.53

N 3

df 2

Nedre graense 9.417
@vre graense 22.583
Interval 16 + 6.583

Konfidensintervallet er det lukkede interval mellem den nedre og gvre greense
markeret i screenshottet. Altsa intervallet:

9.,4; 22,6

[ eksemplet fandt vi 95%-konfidensintervallet [9,4; 22,6]. Det betyder at vi kan veere
95% sikre pa at middelveerdien for populationen ligger i intervallet. Vores bedste
bud pa middelvaerdien for populationen er 16, men det er et usikkert estimat. Skal
vi udtale os med stgrre sikkerhed, ma vi begraense til at sige, at middelvaerdien
ligger i intervallet [9.4;22.6]. Det kan vi sa til gengeeld veere 95% sikre pa at er
rigtigt.
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Dvelse 16.2.2

Antag at vi har en stikprgve fra en normalfordelt population bestaende af ob-
servationerne: —5,0,1,7.

a) Bestem et 95%-konfidensinterval for populationens middelveerdi.

b) Forklar betydningen af det fundne interval.

Dvelse 16.2.3

Forestil dig, at du nu vil kgbe endnu en a&bleplantage, men du vil gerne have
en plantage med store &bler. Du kgber derfor 10 aebler fra en udvalgt plantage
som du vejer enkeltvis. Du far disse resultater. Vi antager at vaegten af aebler
er normalfordelt.

a) Bestem et estimat for middelveerdien af veegten af seblerne i plantagen.
b) Bestem et 95%-konfidensinterval for middelveerdien.

¢) Du vil kun kgbe plantagen hvis du kan veere sikker pa at middelveerdien
af aeblernes vaegt er over 100. Vurder om du bgr kgbe plantagen.

Konfidensintervaller ved beregning

Ligesom ved binomialfordeling, kan vi ogsa regne konfidensintervaller med en for-
mel. Vi skal se pa to forskellige formler. Den fgrste formel kan bruges, nar vi kender
standardafvigelsen pa forhand og den sidste bruges nar vi ikke kender standard-
afvigelsen. Inden vi kan opskrive formelen er vi dog forst ngdt til at indfere nogle
begreber.

Signifikansniveau

Signifikansniveauet o er givet ved:

100% — konfidensniveau

For et 87%-konfidensinterval finder vi signifikansniveauet:

a = 100% — 87% = 13%.
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Dvelse 16.2.4

Bestem signifikansniveauet for folgende typer af konfidensintervaller:
a) Et 90%-konfidensinterval.
b) Et 99%-konfidensinterval.
c) Et 99,9%-konfidensinterval.

Fraktiler i standardnormalfordelingen

En p-fraktil for en stokastisk variabel X er et tal z, sidan at
P(X <z,)=p

Det er nemmest at forsta ved at se pa et eksempel.

Vi vil bestemme 0,95-fraktilen for standardnormalfordelingen Z ~ N(0;1). Vi
abner GeoGebra og laver en normalfordeling med p = 0 og 0 = 1 (sadan star
den vist allerede nar man abner den). Vi skriver nu de 0,95 ind:

Fordeling  Statistik

p=00=1 = JIVAN

4 -3 2 1 0 1 2 3 4

/" Normal v p@ o@
@ x
‘ P(X < 1.6449 )=

Vi kan nu se at 0,95-fraktilen er 1,6449. Vi betegner denne fraktil med zpg5. Vi
bruger bogstavet z fordi det er standardnormalfordelingen. Vi konkluderer altsa
at

20,95 = 1,645
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Dvelse 16.2.5

a) Bestem 2 g7s.

Vi kommer til at stgde pa fraktiler pa formen 2;_q, hvor « er signifikansniveau-
et.

Vi vil bestemme fraktilen 212 ndr o = 10%. Vi regner forst 1 — §:

Lo, 00 _
2 2

0,95

Vi skal altsd bestemme zj 95, men den fandt vi jo i eksempel 16.2.4 til at vaere
1,645. Vi konkluderer at for a = 10% er

21,% = 1,645

Vi kan nu lave en tabel der viser sammenhaengen mellem « og 21-s:

« Z1-g

1% | 2,576
5% | 1,960
10% | 1,645

Tabel 16.2: Fraktiler i standardnormalfordelingen.

Dvelse 16.2.6

I eksempel 16.2.5 regnede vi sidste veerdi for 21-q i tabellen — altsd at z;_a =
1,645 nar a = 10%.

a) Regn efter at tabellen ogsa har ret mht. de to forste veerdier for 21-g2 (nar
a = 5% og a=1%).

Vi er nu endelig klar til at preesentere den seetning, vi skal bruge til at regne
konfidensintervallerne.
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Satning 16.2.1

Hvis standardafvigelsen er kendt, bestemmes et konfidensinterval I for middel-
veerdien i en normalfordeling ved formlen:

I =|x— ;T + 21—

w[R

o o

Z e — -« —
N NG

Her er:

n: Stikprgvens stgrrelse

x: Gennemsnittet af stikprgven

o: Standardafvigelsen

a: Signifikansniveauet som decimaltal

z1-gt (1 — %)—fraktilen i standardnormalfordelingen.
Vi regner et eksempel:
Vi vil bestemme et 95%-konfidensinterval for en stikprgve med kendt standard-

afvigelse. Stikprgven har en stgrrelse pa 200, et gennemsnit pa 1000 og en stan-
dardafvigelse pa 30. Vi har altsa:

n = 200
x = 1000
o= 30
a= 0,05

Vislar 212 op i tabel 16.2 og far den til 1,96.

Vi skal nu seette ind i formlen

VIR

o _ o
I = x—zl_%-%;x—l—zl_,-%

sa det ggr vi og far

30 30
I = {1000 — 1,960 - ——; 1000 + 1,960 - ]
l V200 V200
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Vi taster hele pivetgjet ind pa en lommeregner og far:
I =[996; 1004]

QDvelse 16.2.7

Vi ser pa en stikprgve fra en normalfordelt population. Vi har 500 observationer,
et gennemsnit pa 20 og en standardafvigelse pa 5.

a) Bestem uden GeoGebra et 90%-konfidensinterval for middelveerdien.

Dvelse 16.2.8

a) Regn med formel et 80% konfidensinterval for middelveerdien i en normal-
fordeling, hvor stikprgvestgrrelsen er 150, gennemsnittet er 50 og stan-
dardafvigelsen er 10.

Normalfordeling med ukendt standardafvigelse

Vi kan bestemme et konfidensinterval for middelveaerdien i en normalfordeling med
ukendt standardafvigelse pa naesten samme maéade:

Satning 16.2.2

Hvis standardafvigelsen er ukendt, bestemmes et konfidensinterval I ved form-
len:

(X F e - —=

vlR

S
2 \/ﬁ
n: Stikprgvens stgrrelse

x: Gennemsnittet af stikprgven

s: Estimat af populations standardafvigelse.

a: Signifikansniveauet som decimaltal

t1-g: (1 — %)—fraktilen i t-fordeling med n — 1 frihedsgrader (forklaring folger).

Vi kan se, at den ligner setning 1 meget. Den eneste forskel er at der star ¢; o i
stedet for 21-q. Det betyder at vi ikke laengere skal finde fraktilerne i standardnor-
malfordelingen i men i stedet skal vi have fat i en fordeling der hedder t-fordelingen
— eller faktisk — vi skal have fat i en bestemt ¢-fordeling. Der findes nemlig uen-
delig mange t-fordelinger — en for hver frihedsgrad. Vi skal ikke komme naermere
ind pa hvad frihedsgrader er, men det er et begreb vi ogsa vil stede pa senere.
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Indtil videre er det nok at vide, at en frihedsgrad er et helt positivt tal (1,2,3,4...)
og at der til enhver frihedsgrad er knyttet en ¢-fordeling.

Vi finder ¢-fordelingen i GeoGebra. Frihedsgraderne betegnes "df” (degrees of fre-
edom). Her et eksempel med med 1 frihedsgrad:

Fordeling  Statistik

H=00=7 = IFAN

S G - 4O
(3) 82)[3E)[ E

P(X< O

N
|
o
o
rA
L

Dvelse 16.2.9

Aben en t-fordeling med en frihedsgrad i GeoGebra (som i screenshottet oven
over). Prgv at skift rundt mellem den fordeling og sa standardnormalfordelin-
gen.

a) Hvad ser anderledes ud i t-fordelingen forhold til standardnormalfordelin-
gen?

b) Prev at skrive 100 som frihedsgrader. Kommer den teettere pa standard-
normalfordelingen?
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Dvelse 16.2.10

Vi vil bestemme et 90%-konfidensinterval for middelveaerdien i en normalforde-
ling, hvor vi ikke kender standardafvigelsen. Stikprgvestgrrelsen er 50, et estimat
af standardafvigelsen er 800 og gennemsnittet er 5000.

a) Bestem t;_« i GeoGebra
b) Bestem konfidensintervallet ved at bruge resultatet fra a), men ellers uden
at bruge computeren (selvfglgelig mé I gerne bruge den som lommeregner).

Dvelse 16.2.11

Vi har set at nar vi har hgje frihedsgrader ligner t-fordelingen standardnormal-
fordelingen. Brug dette til at argumentere for:

a) Hvis stikprgven er meget stor kan vi bruge formlen for kendt standardaf-
vigelse selvom vi ikke kender standardafvigelsen.

b) At dette ikke er sa overraskende.

Konfidensintervaller for middelvaerdien, nar populationen
ikke er normalfordelt

Maske har I lagt meerke til at vi har kreevet at alle populationerne i eksemplerne
var normalfordelte? Det er fordi at vi havde med smé stikprgver at ggre, og me-
toden virker kun for sma stikprgver, hvis populationen er normalfordelt. Har vi
en stor stikprgve (tommelfingerregel er en stikprgvestgrrelse pa minimum 30), s
virker metoden ogsa for andre typer af fordelinger. Typisk er stikprgvestarrelserne
stgrre end 30, sa generelt vil vi ikke bekymre os om, hvorvidt populationen er
normalfordelt eller ej.

16.3 Beviser til konfidensintervaller (A)

Vi vil udlede formlen:
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Satning 16.2.1

Hvis standardafvigelsen er kendt, bestemmes et konfidensinterval I for middel-
veerdien i en normalfordeling ved formlen:

I =|x— ;T + 21—

w[R

o o

Z e — -« —
N NG

Her er:

n: Stikprgvens stgrrelse

x: Gennemsnittet af stikprgven

o: Standardafvigelsen

a: Signifikansniveauet som decimaltal

z1-gt (1 — %)—fraktilen i standardnormalfordelingen.

For at ggre det mere konkret, kigger vi pa den situation hvor o er 5%, og vi
har derfor at 212 = 1,96 (se tabel 16.2, hvis du forvirret). Vi skal altsa vise, at
95%-konfidensintervallet er givet ved:

o g
I=|7—196 - —;7+1,96- —
X ) \/ﬁax—i_? \/ﬁ

For at kunne udlede formlen har vi brug for nogle indledende betragtninger.

Forudsatning 1

Vi husker:

Satning 15.2.1 (68-95-99,7-reglen)
For en normalfordelt stokastisk variabel X ~ N(u, o) geelder folgende:

Plpu—o <X <pu+o)~68%
P(p—20 < X < p+20)~95%
Plp—30c <X <pu+30)~99,7%

Sandsynligheder i reglen er afrundede til hele tal, sd nar der star, at
Plu—20 <X < p+20)~9%
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sa er den rigtige sandsynlighed faktisk 95,4499736...%. Vil man have 95% mere
praecist, skal man kun ga 1,96 standardafvigelser ud (hvilket heller ikke giver
praecis 95%), men teetter pa). Altsé geelder:

P(p— 1,960 < X <+ 1,960) = 95%

Forudsatning 2

Hvis X ~ N(u,0) og vi vil lave en stikprove, sa er stikprgvens gennemsnit X en
stokastisk variabel som er normalfordelt X ~ N(p, %) Vi vil ikke bevise dette,
men vi vil se pa et eksempel for bedre at forsta, hvad det betyder:

Hgjden (malt i cm) af voksne maend i Danmark er tilnsermelsesvis normalfordelt
med X ~ N (180, 7). Hvis vi udtager flere stikprgver, hver pa 100 voksne mgend,
vil vi fa forskelligt gennemsnit for hver stikprgve. Det kan veere at gennem-
snitshgjden, i den fgrste stikprgve, er 182, den naeste 179, den naeste 181 osv.
Gennemsnittet vil ligge taet pa de 180, men indtil stikprgven er udtaget, kan vi
ikke sige praecis hvad det vil blive. Gennemsnittet er altsa en stokastisk variabel
X. Pastanden er altsd, at denne stokastiske variable X er normalfordelt:

7

X ~ N(180, ——
( \/m)

dvs.
X ~ N(180;0,7)
Vi konkluderer, at gennemsnitshgjden i en stikprgve med 100 voksne maend er

normalfordelt med middelveerdi 180 og standardafvigelse 0,7.

Vi ser af formlen X ~ N (p, %), at jo storre stikprgven er jo mindre bliver stan-
dardafvigelsen for stikprgvens gennemsnit. Det giver god mening fordi en stor
stikprgve altid vil have et gennemsnit teet pa populationens gennemsnit.
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Dvelse 16.3.1

Antag at vi keber en aebleplantage og at seblernes veegt er normalfordeling X ~
N(100, 20).

a) Bestem p og o.

b) Vi vil nu udtage en stikprgve pa 5 abler og beregne gennemsnitsveaegten
i stikprgven. Gennemsnitsvaegten i stikprgven vil dag veere en stokastisk
variabel. Hvordan er den fordelt?

¢) Viudtager nu stikprgven. Den bestér af sebler med veegten: 79, 105, 67, 104, 128.
Bestem 7.

d) Forklar forskellen pa T og X i forbindelse med eksemplet med aeblerne.

Udledning

Fra forudssetning 1 ved vi at, hvis vi har en normal fordelt stokastisk variabel
X ~ N(pu,0) saer

P(p—1960 < X < u+1,960) = 95%
Fra forudssetning 2 ved vi at gennemsnittet for en stikprgve X er normalfordelt
X ~ N(u, %) Vi bruger nu forudszetning 1 pa X og far:

PW—196053¥§M+L%C;%:%%

Vn vn
Vi omskriver nu uligheden. Vi starter med at treekke X og pu fra pa begge sider af
ulighedstegnet:

o
NG
Nu ganger vi uligheden med —1 (og husker at vi sa skal vende ulighedstegne-
ne

)

N o) —
P(—X —-196—<—nu<-X+1,96 =95
( 9 \/ﬁ_ ,LL_ +7 ) %

o

P(X +1,96
(X+1, %

>pu>X —1,96——) = 95%

Bl

Hvilket jo er det samme som:

7 o — o

P(X—-196—=<u<X+196—

( Jn SRS AT 0TS

Dette betyder, at hvis vi udtager stikprgve og regner dens gennemsnit =, sa er der
95% sandsynlighed for at p vil ligge i intervallet

) — 95%

7
NG
529

o

T — 1,96
T , NG

.7+ 1,96



Altsa er ovenstaende interval et 95%-konfidensinterval.
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Kapitel 17

Chi 1 anden-test

Betragt fglgende undersggelse af yndlingskage for elever pa Niels Brock:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 5) 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 | 55

Er der forskel pa de to kgn nar det kommer til yndlingskage? Det ser ud til, at
drenge er mere glade for drommekage end piger, men vi har kun spurgt 55 elever,
sa maske ville billedet veere et andet, hvis vi havde spurgt nogle andre elever? Det
er selvfglgeligt principielt umuligt at svare pa, men i dette afsnit skal vi leere en
metode — kaldet chi i anden-test for uafhengighed — som kan give os et kvalificeret
bud pa svaret. Der findes ogsa andre typer af chi i anden-test, men vi skal kun se
pa denne type.

17.1 Introduktion til chi i anden-test

I en chi i anden-test (lzeses 7ki i anden test” og skrives ogsd "y*-test’) for uafhaen-
gighed undersgger vi om der er uafheengig mellem to data i to forskellige kategorier.
Det kunne f.eks. man ville undersgge om der var uafhaengighed mellem landsdel
og politisk tilhgrsforhold. Altsa er folk fra Jylland f.eks. mere tilbgjeligt til at
stemme pa Venstre end resten af landet? Vi vil vise metoden med udgangspunkt
i en undersggelse af yndlingskage for elever pa Niels Brock. I dette afsnit vil vi
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primeert fokusere pa hvordan man ggr, og sa kommer der forklaringer og detaljer
i naeste afsnit.

Observerede vaerdier

Udgangspunktet for at lave en chi i anden-test er nogle observerede vaerdier. I
forhold til vores undersggelse om yndlingskage ser de saledes ud:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 ) 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 |55

Tabel 17.1: Observerede vaerdier

Fastleeggelse af signifikansniveau

Forst skal vi fastleegge signifikansniveauet o.. Vi leerte ogsa om signifikansniveauer
da vi leerte om konfidensintervaller, men vi vil ikke lave nogen forbindelse til den
betydning, det havde der. Ligesom ved konfidensintervaller er det et tal mellem
0 og 1 typiske opgivet i procent. Har man ikke faet andet at vide, vaelger man
a = 5%, sa det gor vi ogsa her.

Opstilling af hypoteser

Vi skal nu opstille hypoteser. Vi vil gerne finde ud af om der er uafhaengighed
mellem kgn og kage, og det formulerer vi i fglgende to hypoteser.

Hy: Der er uathsengighed mellem kgn og yndlingskage
H;i: Der er ikke uathaengighed mellem kgn og yndlingskage.

Hypotesen H, kaldes nulhypotesen og Hy kaldes den alternative hypotese. 1 uaf-
haengighedstest har hypoteserne altid denne form bare med andre kategorier end
kgn og yndlingskage.
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Beregning af forventede veerdier

Pa baggrund af H opstiller vi nu de forventede veerdier. Dvs. det ville forvente at
observere, hvis Hy var sand. Vi bruger fglgende formel:

reckkesum - sgjlesum

totalsum

Vi kan f.eks. beregne det forventede antal drenge, som bedst kan lide chokolade-
kage. Vi finder forst det felt med drenge og chokoladekage (markeret med gult).
Herfra aflaeser vi reekkesum (grgn), sgjlesum (bla) og totalsum (red):

Dreng | Pige | Total

Drgmmekage | 13 ) 18

Chokoladekage | 14 11 25

Andet 6 6 12

Total 33 22 55

Vi far:

raekkesum - sgjlesum  25-33

15.
totalsum 55

Vi regner resten af de forventede veerdier og far:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage 10,8 7,2 |18
Chokoladekage | 15 10 |25

Andet 72 |48 |12
Total 33 22 |55

Tabel 17.2: Forventede veerdier

Som tommelfingerregel skal der veere minimum 5 i hver af de forventede veerdier.
Vi har en forventet veerdi pa 4,8, sa det er lige i underkanten, men da de 5 kun er
et pejlemaerke fortsaetter vi alligevel.
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Bestemmes af y’-teststgrrelse

I naeste skridt skal vi undersgge hvor stor forskellen er pa de forventede og de
observerede vaerdier. Denne forskel udtrykker vi i det vi kalder y?-teststorrelsen
(eller bare teststgrrelsen) som betegnes x2. Den regnes ud med brgken:

(observeret hyppigehed — forventet hyppigehed)?

forventet hyppigehed.

Broken skal regnes for hvert par af observerede og forventede vaerdier og sa skal
vi leegge det hele sammen. Vi far:

13-10,8)> (5—17,2)> (14 —15)?
e f,6-12"  (14-15)
10,8 7.2 15
11-10)%> (6—-172)2 (6—4,8)2
L (11-107  (6-727  (6-48)
10 7,2 4.8
= 1,79

Bestemmelse af p-vaerdi

Nu mangler vi bare at finde ud af om vores teststgrrelse er sa stor, at vi ikke
leengere tror pa Hy. For at kunne svare pa det skal vi forst bestemme dets som
kaldes antallet af frihedsgrader f. Det ggr vi med formlen:

f = (antal raekker — 1)(antal sgjler — 1),
I vores tilfeelde bliver antallet af frihedsgrader altsa
f=B-12-1) =2
Antallet af frihedsgrader betegnes nogle steder (GeoGebra f.eks.) med df (star for

degrees of freedom).

Ud fra antallet af frihedsgrader kan vi omseaette vores teststorrelse til en sandsyn-
lighed i GeoGebras sandsynlighedslommeregner. Til ethvert antal frihedsgrader
findes nemlig en sandsynlighedsfordeling, kaldet en y2-fordeling, og her skal vi
bestemme sandsynligheden

P(X > x°)

Vi havde x? = 1,79, sa vi skal altsd bestemme P(X > 1,79):
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(| N ) Sandsynlighed - GeoGebra

Fordeling  Statistik

18 1)
p( < X)=10.4086

Som det ses i screenshottet har vi valgt "Chi i anden” som fordeling, indtastet
frihedsgraderne ud fra "df” og indtastet teststgrrelsen. Vi ser at P(X > 1,79) =
0,41. Denne sandsynlighed kaldes p-veerdien. Vi har altsa at

p=0,41 = 41%
Lost sagt udtrykker p-veerdien hvor sandsynlige vores observationer er, hvis H er

rigtig.

Konklusion

Vi skal nu sammenligne p-veerdien med signifikansniveauet a. Der er to scenari-
er:

Hvis p < a | Vi forkaster Hy. Dette betyder, at der er tilpas stor forskel pa de
observerede og forventede vaerdier til, at vi ikke leengere kan tro pa
Hy. Det far os til at tro mest pa H;j.

Hvis p > « | Vi forkaster ikke Hj. Dette betyder, at forskellen mellem observe-
rede og forventede veerdier, ikke er tilstrackkelig stor til at afvise
Hy. Dette opfatter vi som en bekreeftelse af Hy.

I vores tilfeelde er p = 0,41 = 41% og o = 5% sa p > «, og vi kan dermed
ikke forkaste Hy. Da H, var uathsengighed mellem kgn og yndlingskage kan vi
konkludere:
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Vi har undersggt om der er uafheengighed mellem kgn og yndlingskage.
Pa baggrund af de indsamlede data konkluderer vi, at det godt kan
veere tilfeeldet.

Havde p < « ville konklusionen have veeret, at der var atheengighed (dvs. sam-
menhang) mellem kgn og yndlingskage.

Det er vigtigt at papege, at vi aldrig beviser Hy eller H;. Det er mere et spgrgsmal
om, hvilken en vi tror pa.

Dvelse 17.1.1

En gruppe elever lavede i 2014 en undersggelse i pa skolen, hvor de spurgte til
om man var til Carlsberg eller Turborg. Resultatet ses her:

Kvinde | Mand
Carlsberg | 7 7
Tuborg 7 8

Du skal nu lave en y2-test hvor I undersgger, med et 5% signifikansniveau, om
der er ssmmenhang mellem kgn og yndlingsgl. Du skal altsa:

a) Opstille nulhypotesen og den alternative hypotese.
Beregne de forventede veerdier.
Afggre om vi har nok data til at gennemfgre en y>-test.

Bestemme teststgrrelsen.

)
)
)
e) Bestemme antallet af frihedsgrader.
) Bestemme p-veerdien.

) Afggre om vi skal forkaste nulhypotesen.

) Afggr om der er sammenhaeng mellem kgn og yndlingsgl.

)

Nar du kigger pa de observerede hyppigheder er du sa overrasket over
testens resultat?

Ekstra

Man kan skrive (formlerne for) de forskellige stgrrelser mere praecist, hvis man
ikke er bange for indeks og summationstegn.
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Generelt ser en tabel over observerede vaerdier sadan her ud:

Sejle 1 Sgjle 2 ... | sum
Rackke 1 011 012 e 01.
Raekke 2 021 022 020
sum Qe Oes o n

Vi betegner reekkenumre med 7 og sgjlenumrene med j, og har vi en observeret
veerdi i den 7’te reekke og j'te sgjle, betegner vi den med O;;.

Den 7’te raekkesum kan skrives med formlen:
Oje =Y Oij
J

Her betyder >-; at vi skal have et led for hver veerdi af j, som er de mulige sgjle-
numre.

Vi kan tilsvarende skrive den j'te sgjlesum med formlen:

Laegger vi alle de observerede veerdier sammen, far vi selviglgelig stikprgvestgrrel-
sen n:
n — Z Oij
ij

Her betyder ¥;; at vi skal have et led for hver mulig kombination af ¢ og j, dvs.
et led for hver observeret veerdi.

De forventede veerdier for rackke ¢ og sgjle j betegnes med Ej;, og dens formel kan
selviglgelig opskrives som:

Oie - O.
Eij — - 7Y
n
Teststorrelsen far formlen:
s« (0i — Eyj)*
X % Eij

Jeg anbefaler at bruge ovenstaende notation, hvis man kan finde ud af det.
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ADvelse 17.1.2

Med udgangspunkt i yndlingskagetesten skal du svare pa fglgende det spgrgs-
mal.

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 5 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 |55

Observerede veerdier

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage 10,8 7,2 |18
Chokoladekage | 15 10 |25
Andet 7,2 4,8 |12
Total 33 22 |55

Forventede veerdier

Hvad er O9,7

a)

b) Hvad er Fs5?
)
)

c) Hvad er n?

d

Opskriv, med indeks og sumnotation, beregningen for sgjlesummen for
sgjle 2 for de observerede veerdier.

e) Opskriv beregningen for den forventede veerdi for piger som foretraekker
drgsmmekage. Skriv med indeksnotation.

f) Opskriv beregningen for teststgrrelsen med indeks og sumnotation. Du
behgver ikke opskrive alle leddene.
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17.2 Forklaringer og detaljer for chi i anden-test

I sidste afsnit kiggede vi pa hvordan man gennemfgrte en x?-test for uafheengighed.
Konkret fandt vi ud af, om der var atheengighed mellem kgn og yndlingskage. Vi
vil nu se pa lidt flere detaljer og forklaringer til de forskellige skridt.

Hypoteser

Sadan som vores y2-test er skruet sammen, er nulhypotesen altid "uafheengighed”.
Men man kan formulere den pa forskellige mader. Man kan f.eks. skrive “Der er
uatheengighed mellem...” eller “Der er ingen sammenhaeng imellem...”. Det er
det samme. Den alternative hypotese er altid “ikke uathsengighed” eller "sammen-
haeng”.

Forventede vaerdier
Formlen for de forventede veerdier er:

reckkesum - sgjlesum

totalsum

Vi vil forklare formlen med udgangspunkt i drenge, som fortraekker chokoladekage.
Vi har tabellen med observerede vaerdier.

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 5) 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 55

Andelen af personer i undersggelsen, som fortraekker chokoladekage, er givet ved
%. Hvis Hy er rigtig (uaftheengighed mellem kgn og kage), ma andelen af drenge som
fortraekker chokoladekage vaere den samme som andelen for de to kgn tilsammen.
Dvs. andelen af drenge som fortrackker chokoladekage méa ogsa veere % Da der
er 33 drenge, vil vi forvente, at antallet af drenge i stikprgven, som fortraekker
chokoladekage, er:

25 25-33  rakkesum - sgjlesum
5 b5 totalsum
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Dvelse 17.2.1

a) Gentag ovenstiaende argumentation, men for piger som foretraekker drgm-
mekage i stedet:

Arsagen til at vi kreever minimum 5 i hver af de forventede veerdier, har noget
at ggre med de y?-fordelinger, vi bruger til at finde p-veerdien. Teststgrrelsen
fglger kun tilnsermelsesvis disse fordelinger, og er stikprgven lille, bliver p-veerdien
upreecis.

Teststarrelsen

Man regner teststgrrelsen ved at regne:

(observeret hyppighed — forventet hyppighed)?

forventet hyppigehed

Udtrykket skal regnes for hver celle i tabellen.

@velse 17.2.2
Kig pa formlen for teststgrrelsen.

a) Argumenter for at en stor teststorrelse svarer til stor forskel pa de obser-
verede og de forventede veerdier.

Signifikansniveau og p-veerdier

Nar vi laver en chi i anden-test, undersgger vi om de observerede veerdier svarer
de forventede veerdier. Men fordi de observerede veerdier kun udger en stikprgve,
kan vi ikke regne med at de svarer fuldsteendig til de forventede. Det kan jo veere,
vi f.eks. har fanget seerligt mange drenge, som elsker drgmmekage. Derfor kan
man ikke forkaste H(, bare fordi de observerede vaerdier ikke svarer helt til de
forventede. Det er kun nar det ser meget skeevt ud, at vi forkaster Hy. Vi bruger
p-veerdien til at fastleegge, hvor skaeve vores observerede veerdier er i forhold til de
forventede. Denne veerdi findes i GeoGebra ved at bestemme:

P(X > %)

Vi skal nu se pa hvad den sandsynlighed udtrykker helt praecis. Lad os sige at
vi tester en sand Hj flere gange. Dvs. vi laver flere stikprgver. Hver gang vil vi
fa en lidt forskellig teststgrrelse, da vi ma forvente lidt variation, alt efter hvad
stikprgven lige bestar af. Men hvis Hj er sand, vil vi ikke forvente en meget stor

540



teststgrrelse. Nar vi &bner y?-fordelingen i GeoGebra ser vi den fordeling, der be-
skriver sandsynligheden fa forskellige veerdier for teststgrrelsen. Sandsynligheden
P(X > x?) er altsd sandsynligheden for at f& en teststgrrelse der er stgrre end
eller lige s& stor som den vi har, hvis vi gik ud og lavede den samme Y?-test, men
pa en ny stikprgve. Sa vi kan altsa beskrive p-veerdien pa fglgende made:

Tallet p-verdien er sandsynligheden for at fa en teststorrelse, som er ligesa stor
eller endnu storre end den vi har faet, under forudsetning af at Hy er sand.

Hvis vi far en p-veerdi pa 2%, betyder det altsa at det kun er i 2% af stikprgverne,
at man vil fa ligesa skaeve observerede veerdier som dem vi har faet i undersggelsen
(under forudsaetning af at Hy er sand). Hvis det kun er i 2% af tilfeeldene, man
vil fa ligesa skeeve observerede veerdier, som dem vi har faet i undersggelsen, kan
vi sa stadig tro pa Hy? Hvor skal vi seette greensen for, hvor usandsynlige vores
observerede veerdier ma veaere? Den graense fastleegges med signifikansniveauet,
som normalt veelges til 5%.

Vi kender begrebet ”signifikant” fra daglig tale, hvor det betyder "meget” eller
"betydelig”. T statistik er betydningen lidt anderledes. Nar vi forkaster Hj, sa
siger vi, at der er en signifikant sammenhaeng, mens vi snakker om ikke signifikante
sammenheaenge i det tilfeelde vi konstatere forskelle pa observerede og forventede
veerdier, som ikke er store nok til at vi forkaster Hy. Sa her betyder signifikant
altsd, at der er en sammenhaeng, som med rimelig sandsynlighed ikke skyldes en
tilfeeldighed ved udtagelsen af stikprgven.

Type 1 og type 2 fejl

Nar vi veelger signifikansniveauet, er vi i et dilemma. Valger vi det meget lavt,
sa skal der meget til for, at vi forkaster Hy. Sa selvom vores observerede veerdier
er meget skaeve i forhold til de forventede, sa forkaster vi ikke H,. Undlader vi
at forkaste en nulhypotese, som rent faktisk er falsk, siges det at veere en type 2

fejl.

Veelger vi signifikansniveauet hgjt, virker det omvendt. Sa vil vi have en tendens
til at forkaste Hj, selvom de observerede veaerdier ikke afviger specielt meget fra
de forventede. Dvs. vi risikere at forkaste en sand H,. Ggr vi det, kaldes det en

type 1 fejl.
Usandsynlige observerede veerdier kan fremkomme pa to mader. Det kan veere fordi
Hyj er forkert, eller fordi vi bare har veeret uheldige med stikprgven. Matematikken

kan ikke hjelpe os til at afggre, hvilken en af situationerne vi er i. Hvis vi veelger
a = 5%, betyder det, at vi forkaster Hy, nar de observerede veerdier er sa skaeve,
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at det kun sker i 5% af tilfzeldene, hvor Hj er sand. Men det ma jo medfere
at er en 5% risiko for at vi forkaster en sand Hy — altsa at lave en type 1 fejl.
Sé signifikansniveauet er sandsynligheden for at bega en type 1 fejl (nar Hy er
sand).

Dvelse 17.2.3
Antag at vi laver en y2-test med et signifikansniveau pa 10%.

a) Antag at Hy er sand. Hvad er sandsynligheden for at begé en fejl af type
1?7

b) Antag at Hj er falsk. Hvad er sandsynligheden for at bega en fejl af type
27 Teenk lidt over det og tjek sa facit.

Antallet af frihedsgrader

Antallet af frihedsgrader er det antal af observerede veaerdier, vi skal kende for at
kunne regne resten af de observerede vaerdier ud. Lad os se pa et eksempel:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 | 55

Det ses at jeg har fjernet observationen med antallet af piger som valgte dromme-
kage. Men den information kan vi genskabe, da vi ved at der var 18 personer som
valgte dreommekage og 13 af dem var drenge. Vi regner:

18 =13 =5

Altsa skal der sta 5 i det tomme felt. Det er klart at der er flere observationer som
kan slettes og derefter genskabes. Vi kan faktisk slette hele den sidste rackke og
hele den sidste sglje.
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Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 18
Chokoladekage | 14 25
Andet 12
Total 33 22 | 55

Dvelse 17.2.4
Beregn ud fra ovenstaende tabel:

a) Antallet af piger som valgte chokoladekage.

b) Antallet af drenge som valgte andet.

Det er klart, at nar vi har slettet en raekke og en sgjle, sa kan vi ikke slette mere
uden at miste muligheden for at genskabe de slettede veerdier. Antallet af veerdier
der er tilbage efter vi har slette en raekke og en sgjle ma vaere

(antal reekker — 1)(antal sgjler — 1)

hvilket jo er formlen for antallet af frihedsgrader.

Dvelse 17.2.5

Antallet af veerdier, der er tilbage, efter vi har slette en raekke og en sgjle er

(antal rackker — 1)(antal sgjler — 1).

a) Forklar hvorfor.

Arsagen til at det hedder "frihedsgrader” er, at veerdierne i de felter der er tilbage
er "frie” i den forstand, at de ikke er fastlagt ud fra resten.

Kritiske vaerdier

I en y%-test regner vi x? som et mal for stgrrelsen af afvigelsen mellem det for-
ventede og det observerede. Er afvigelsen for stor forkaster vi. Indtil videre har vi
afgjort dette ved at sammenligne p-veerdien med signifikansniveauet. Dette kraever
dog et veerktgj til at finde p-veerdien. Har man ikke sddan et veerktgj er der en
anden mulighed, nemlig at lave en tabel som viser hvor stor x? ma veere for vi
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forkaster - disse veerdier kaldes kritiske verdier. Et udsnit af en sadan tabel ses
nedenunder:

df X%,go X(2),95 X%,gg
112,71(3,84| 6,63
214,61/5,99] 9,21
316,25|7,81|11,34

Tabel 17.3: Tabel med kritiske veerdier. I forste sgjle har vi frihedsgraderne og de
tre nacste spjler viser de kritiske veerdier for hhv. o = 10%, o = 5% og a = 1%.

Antag, at vi er ved at lave en y?-test med et signifikansniveau pa 1%, med 2
frihedsgrader og vi har fiet y = 5,13. Vi finder nu den kritiske veerdi svarende
til o = 1%. Vi kigger i den sidste sgjle og ser at X%’gg = 9,21. For at finde ud af
om vi skal forkaste, skal vi sammenligne med x* = 5,13 med x§ g9 = 9,21. Da
vores y2-veerdi er mindre end den kritiske veerdi vil vi ikke forkaste H,.

Laeg meerke til at det fungerer omvendt i forhold til p-veerdi. Vi forkaster, nar p-
veerdien er under signifikansniveauet, mens at teststgrrelsen skal veere over den
kritiske veerdi, fgr vi forkaster.

Dvelse 17.2.6

Antag, at vi er ved at lave en y?-test et signifikansniveau pa 5% med 3 friheds-
grader og vi har faet y? = 8.

a) Afgor om vi skal forkaste H,.

Vi vil nu forklare hvor de kritiske veerdier i tabellen kommer fra. Fra tidligere ved
vi, at vi forkaster hvis p-veerdien er mindre end eller lig med signifikansniveauet.
Derfor kan vi finde de kritiske veerdier ved at finde den y?-veerdi som giver en
p-veerdi, der er lig med signifikansniveauet, da den vil markere graensen, hvor vi
forkaster.

Vi vil nu eftervise at det er rigtigt, at hvis signifikansniveauet er pa 10% i
en test med 2 frihedsgrader, sa vil vi have en kritisk veerdi pa 4,61. Vi abner
sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra, finder y2-fordelingen og indskriver

544



antallet af frihedsgrader og signifikansniveauet der hvor vi normalt afleeser p-

veerdien:
[ ) Sandsynlighed - GeoGebra

Fordeling ) Statistik

10 1)

p( (4.6052 <X)=

Vi kan se, at den y?-veerdi som svare til et signifikansniveau pa 10% er 4,61.

QDvelse 17.2.7

a) Bestem den kritiske vaerdi for en y2-test med 6 frihedsgrader og et signi-
fikansniveau pa 5%.

Man kan undre sig lidt over betegnelsen for de kritiske veerdier. Hvorfor skriver
vi f.eks. X(2),95 for den kritiske veerdi, nar signifikansniveauet er pa 5%. For et
signifikansniveau pa 5% er den kritiske veerdi x den y?-veerdi, hvor P(X >
i) = 5%. Men dette er jo det samme som den y?-vaerdi, hvor P(X < xZ...) =
95%, hvilket er det vi kalder 0,95-fraktilen og betegner med X%,%-

Dvelse 17.2.8

a) Hvordan betegnes den kritiske veerdi nar signifikansniveauet er pa 7%?
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Bidrag til teststgrrelsen

I en y2-test for uafheengighed undersgger vi om stikprgven er i overensstemmelse
med H(. Altsa om vi skal forkaste Hy. Det er dog ogsa interessant hvordan stikprg-
ven afviger fra H,. Lad os sige, at vi tester om der er sammenhaeng mellem kgn
og politisk overbevisning (stemmer rgdt eller blat). Her er det ikke kun interes-
sant om der en forskel, men ogsa i hvilken retning den er. Har kvinder en hdgjere
tilbgjelighed til at stemme rgdt end maend? Eller er det mon omvendt?

Vi vender tilbage til undersggelsen med sammenhaeng mellem kgn og kage:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 ) 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 55

Udregningen af teststgrrelsen var:

13-10,8)2 (5—172)2 (14 —15)?
2o 131087 (5727 (14-15)
10,8 7.2 15
11 -10)> (6—-17.2)*> (6—478)?
L (11-10 (672 (6-48)
10 7.2 4.8
= 1,79

De enkelte led kaldes bidragene til teststorrelsen. Forste bidrag er altsa:

(13 — 10,8)?
= 0,45
10,8 ’
Vi regner nu resten af bidragene i en tabel:
Dreng | Pige

Drgmmekage | 0,45 0,67
Chokoladekage | 0,067 | 0,1
Andet 0,2 0,3
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Vi ser nu at de stgrste bidrag kommer fra drgmmekage. Specielt piger og drgm-
mekage. Vi har observeret at der er 5 piger som fortrackker drgmmekage, men
da vi regnede de forventede vaerdier fandt vi at resultatet var 7,2. Det er jo ikke
en seerlig stor forskel, og vi endte jo ogsa at beholde Hj. Sa vi kan sige at den
storste afvigelse fra Hy var pigernes manglende lyst til at spise drommekage, men
at denne forskel ikke var signifikant.
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Dvelse 17.2.9

En matematikleerer undersggte i 2022, hvordan det sa ud med fritidsaktiviteter
pa de forskellige argange pa de gymnasiale uddannelser i Danmark. Tre gymna-
sieklasser (business-science, Niels Brock, HHX), en pa hver argang, blev stillet
spogrgsmalet:

Gar du til en fritidsaktivitet som f.eks. fodbold, guitar eller porce-
lzensmaling?

Resultatet var

Gar til noget | Gar ikke til noget | Total
1. ar 15 15 30
2. ar 8 7 15
3. ar 4 12 16
Total 27 34 61

Underspg med et signifikansniveau pa 5% om der er ssmmenhaeng mellem argang
og tendens til at ga til fritidsaktiviteter. Du skal ggre det uden at anvende
GeoGebra. Hvis der er en sammenhaeng, sd undersgg hvordan sammenhaengen
er. Alstd. du skal lave en y?-test hvor du skal:

a) Opstille hypoteser.
Regne forventede veerdier.
Regne teststarrelsen

)
)
d) Bestemme antallet af frihedsgrader
) Afggre om Hj skal forkastes ud fra de kritiske veerdier.
)

Analysere bidragene til teststgrrelsen i sammenhaeng med de observerede
og forventede veerdier.

g) Skriv en konklusion af din undersggelse. Hvad har du undersggt og hvad
er du naet frem til. Det skal fylde et par linjer.

Man kunne godt undre sig over resultatet af ovenstdende gvelse. Kigger man pa
de observerede veerdier ser det ud til at der er en markant tilbagegang i andelen
af elever som dyrker fritidsaktiviteter nar de nar til 3. ar. Hvorfor ender vi sa
alligevel med at beholde Hy? Det skyldes at det er relativt fa elever der skaber

den tilsyneladende store sendring pa 3. ar. Vi skal kun flytte 4 (ud af de 61) elever
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i undersggelsen og sa har vi en ca. 50/50 fordeling pa alle tre drgang. Det kunne
jo sagtens veere en tilfeeldighed, at de bare var lidt mere dovne, i den klasse vi har
spurgt (sorry 3.s 2022). Det ville veere smart at lave en undersggelse med nogle
flere klasser, men det er jeg desveerre for doven til.

17.3 Chiianden-test med Excel og GeoGebra

I de forgaende afsnit har vi taget udgangspunkt i felgende tabel over observerede
veerdier:

Dreng | Pige | Total
Drgmmekage | 13 ) 18
Chokoladekage | 14 11 25
Andet 6 6 12
Total 33 22 |55

En saddan tabel kaldes en pivottabel og vi skal fgrst se pa hvordan man opstiller
den ud fra ra data.

Pivottabeller i Excel

Normal tager vi udgangspunkt i data som er i ra form. I forhold til kagetesten

kunne det se sadan ud:

Yndlingskage

Dremmekage Dreng
Andet Dreng
Andet Dreng
Andet Pige
Drgmmekage Dreng
Chokoladekage Dreng
Andet Dreng
Chokoladekage Pige
Chokoladekage Dreng
Andet Dreng

Nrammalkaoca Pioca

W oo N OB wWwN
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Typisk har vi mange hundrede af observationer, sa det er ikke praktisk at teelle
dem op en ad gangen. I stedet far vi Excel til at lave en pivottabel for os.

Hjem | Indszet @ Tegning Sidela

idl | i% B | B

Pivottabel Anbefalede Tabel Data fra
pivottabeller et billede

A

Yndlingskage Kon
Pl Drommekage Dreng
£l Andet Dreng
/] Andat Nranc

Min var allerede indstillet korrekt, men her skal I veelge data. I skal bare veelge
det hele (inklusiv titlerne pa sgjlerne):

Opret pivottabel

Vzlg de data, du vil analysere.
® Vzelg en tabel eller et omrade

Tabel/fomradé: | 'Ark1'!$A$1:$B$56

Brug en ekstern datakilde

Der blev ikke hentet nogen datafelter.

HEIEEEREEEEE

IChokoladekage
| Andet
IDremmekage
IChokoladekage
IDrgmmekage i Nyt regneark
IDrgmmekage
|Drgmmekage
IChokoIadekage Tabelfomrade: 'Ark1''$C$1
IChokoladekage

IDrgmmekage

'Chokoladekage

IDremmekage

r¥BiChokoladekase

Vzelg, hvor pivottabellen skal placeres.

® Eksisterende regneark

Annuller

Sa er det tid til drag and drop.
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|
IVndIingskage Kegn | .l

Drgmmekage Dreng

Andet Dreng

Andet Dreng Hvis du vil opretteen rapport, skal du

Andet Pige vaelge felter pa listen for pivottabelfeltet Yndlingskage
Drgmmekage Dreng

Chokoladekage Dreng Kan

Andet Dreng =i= —

Chokoladekage Pige =

Chokoladekage Dreng = Filtre Il Kolonner
Andet Dreng -

Drgmmekage Pige

Chokoladekage Dreng e

Drgmmekage Pige

Drgmmekage Pige

Drgmmekage Dreng

Chokoladekage Dreng = Rekler Z Vaerdier
Chokoladekage Dreng

Drgmmekage Dreng

Chokoladekage Dreng

Drgmmekage Dreng

Chokoladekage Pige

Drgmmekage Pige

Og vi har vores tabel:
4

Pivottabelfelter

Antal af Yndlineskage Kater| v |

Raekkemaerkater EDreng Pige Hovedtotal

Andet 6 6 12 Q

Yndlingskage Kgn
Drgmmekage Dreng
Andet Dreng

Andet Dreng Chokoladekage 14 11 25
Andet Pige Drgmmekage 13 5 18 4 Yndlingskage
Drgmmekage Dreng Hovedtotal 33 22 55

Chokoladekage Dreng v Ken
Andet Dreng
Chokoladekage Pige
Chokoladekage Dreng Y Filtre Il Kolonner
Andet Dreng
Drgmmekage Pige
Chokoladekage Dreng
Drgmmekage Pige
Drgmmekage Pige
Drgmmekage Dreng

Chokoladekage Dreng = Raekker Z Veerdier

Chokoladekage Dreng
Yndlingskage Antal af Yndl...

1
2
E]
4
5
6
7
8
9
10
11

Kan

Drgmmekage Dreng
Chokoladekage Dreng
Drgmmekage Dreng

Chi i anden-test i GeoGebra

Vi er nu klar til at lave chi i anden-test I GeoGebra. Det er nemt. Vi abner
sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra, veaelger statistik, veelger "Chi?-Test”
og indtaster de observerede veerdier:
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Fordeling

Raskker @ v
Saijler @ v

[] Raekke % [] Sajle % [] Forventet antal

[] X2bidrag
Dreng Pige
Dremmekage 13 5
Chokoladekage 14 11
Andet 6 6
33 22
Resultat
Chi2 Test
df 2
X2 1.787
P 0.4092

Vi ser (markeret med grgnt), at der er 2 frihedsgrader, x> = 1,79 og p = 0,41 Vi
holder lige gje med de totaler veerdier (her altsa 33 og 22), sa vi kan se at vi har

tastet rigtigt.

Vi kan ogsa finde de forventede vaerdier:

[] Reekke % [] Sejle % Forventet antal [] X2bidrag

Dreng Pige

Dremmekage 13 2
10.8 7.2

14 11

Chokoladekage _ =

15 10

Andet 2 =

7.2 4.8

33 22
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.. og bidragene til y?-teststgrrelsen:
[J] Raekke % [] Sejle % [] Forventet antal X2 bidrag

Dreng Pige

5
Dremmekage
J 0.4481
Chokoladekage 1
0.0667

13

Andet
33 22

Dvelse 17.3.1
Disclaimer: Fglgende er en teenkt situation.

En rideleere havde lagt meerke til at der var nogle hestenavne var seerligt populae-
re i Danmark. For hopperne var det Beauty, Freja, Lady og Musse. Ridelaereren
havde en mistanke om at ens alder maske kunne sige noget om, hvilke nav-
ne man bedst kunne lide. For at undersgge dette lavede hun en undersggelse,

hvor hun spurgte rideskolens medlemmer, hvilke af de 4 navne de bedst kunne
lide.

Du skal nu vha. en y?-test undersgge om der er nogen sammenhang mellem
alder (junior, ungdom og senior) og yndlingsnavn. Brug a = 5% og regn det
hele i Excel og GeoGebra.

Data kan ses her her
a) Opstil hypoteser
Lav en pivottabel
Bestem de forventede veerdier

Bestem bidragene til teststorrelsen.

)
)
)
e) Bestem antallet af frihedsgrader, teststgrrelsen og p-veerdien.
) Afggr om vi skal forkaste Hy.
) Afggr om der er ssammenhaeng mellem holding til navn og alderskategori.
)

Forklar mere om sammenhangen mellem holdning navn og alderskatego-
ri. Tag udgangspunkt i bidragene til y*-teststgrrelsen og ud fra dem s
sammenlign de observerede og de forventede veerdier.
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Facitliste

Lgsning 1.1.1
a) 4+5-2=4+10=14
b) 7—24+3:2-5=7-24+6-5=6
c)4-8+2=4-2+2=4

Lgsning 1.1.2
a)

8 8
8——4+7_Z+7

—247

3-545 20
—2.3=24+"-2.3
4 L
=24+5-6

=1

2+
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Lgsning 1.1.3

a) % =1

b) Kan ikke regnes. Man kan ikke dele med 0
c) %
d) & =
e) %

Lgsning 1.1.4

=l
-~
&
-
HW'
P
@
—
(€

03
-
D
N
-
<
®)
=S
©)
=
-~

Lgsning 1.1.5
a) 4% =16

Lgsning 1.1.6
a) V9=3
b) V4 =2
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c) V1i=1
d) Det kan man ikke,
e) V0=0

Lgsning 1.1.7
a) v25 =5

Lgsning 1.1.8
a) "Den femte rod af 7". HUSK DET! Der er mange, som siger det forkert.

Lgsning 1.1.9
a) 2(3—1)=4
b) (5+2)3 =21

Lgsning 1.1.10

a) 32 =

b) —32=—9

c) (—=3)2=9

d) 2-(5-3)%-V4=14
o) (4—25)2 =1

Lgsning 1.1.11
a) —22=-2.2=—-4
b) (-2 =-2-(-2)=4
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Lgsning 1.1.12
a) %
b) 3

Lgsning 1.1.13

Lgsning 1.1.14

4 2 _ 8
a) 35 =13

6 _ 12
b) 5-2=7%

3

5 1
c) 5 =3
d) 5 -4=230

3

1

3 _ 1
0 4 -1

Lgsning 1.1.15
a) Sperg mig, hvis du er i tvivl.

Lgsning 1.2.1
a) a+b=3+4+(-1)=3-1=2
b) a—b=3-— (1)—3—|—1—4
c) 26=2-(—1) =
d) ab=3-(-1) =
Lgsning 1.2.2
a) b—a
b) 3a
c) 0
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Lgsning 1.2.3

a) ab—b

b) 2bc

c) 3ab
Lgsning 1.2.4

a) 3(x+y) =3z + 3y
b) (a —b)2 =2a —2b
C
d
e) a(2b+0b) — ba — (2a — 2) = 2ab+ ab — ba — 2a + 2 = 2ab — 2a + 2

)
)2+ (x+y) —3=ax+y—1
) —(v+w)=—v—w
)
Lgsning 1.2.5

a) Begge metoder vil virke. Men elev 1’s metode er simplere i dette tilfzelde.

Havde der vaeret bogstaver i parentesen skulle vi bruge Elev 2’s metode.

Lgsning 1.2.6

a) Det er et produkt bestdende af faktorerne 2, a og b.

b) Det er en differens bestaende af leddene a og ab. Det sidste led er et
produkt bestaende af faktorerne a og b.

¢) Det er en potens, hvor grundtallet er ¢, og eksponenten er p.

Lgsning 1.2.7

b

a
c

b+c—a?
2a+1

d

)
c) a
)
Lgsning 1.2.8

a c __ a+tc
a) §+5="5"
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b g+ 4=
c) t—2= 0
) &5
Lgsning 1.2.9
a) 4 = et
)=
Q) 4 =%
e) 3?& = ?’JjTa
f) 1=y
Lgsning 1.3.1
a) Ja
b) Nej
Lgsning 1.3.2
a) M ={4,10}
b) M = {4}. Husker du krgllede parenteser? M = 4 eller M = (4) er forkerte
svar.
Lgsning 1.3.3
a) [=2;5]
b) Ja, da —1,84 ligger imellem —2 og 5.

C

d

)
) Ja, m &~ 3,14, hvilket ligger imellem —2 og 5
) J
)

e) Nej

559



Lgsning 1.3.4
a) |7;7,5]
b) Nej

Lgsning 1.3.5
a) |1;3[ og det er abent.
b) [5;9] og det er lukket.
c¢) [2;7] og det er halvabent.

Lgsning 1.3.6
a) [—3;7].
b) | —2; 00l
c) | —o0; 5.

Lgsning 1.3.7
a) Ja
b) Nej
¢) Nej, da R bestar af tal, og () ikke er noget tal (det er en meengde).

Lgsning 1.3.8
a) [2;9]\ {8}
b) Ja
c) Nej
d) Ja

Lgsning 1.4.1
a) x = 2 er en lgsning.

b) x = 2 er ikke en lgsning.

Lgsning 1.4.2

a) r=1
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c) x =2
Lgsning 1.4.3
a) t=25
b) z =-8
c) r=-3
Lgsning 1.4.4
a) r =2

b

8
||

C = -3,

z=0

)
) @
d) Har ingen lgsninger.
)
)

f) Alle tal er lgsning.

Lgsning 1.4.5
a) L =1
b) L ={-6}
c) L=R
Lgsning 1.4.6
a) G =R\ {0}
b) G =R\ {3}
c) G = [0;00]
d) G = [-1;00[\{0}
Lgsning 1.4.7
a) r =2
b) z =12
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Lgsning 1.4.8
a) x = %

b) r=-1

Lgsning 1.5.1
a) Falsk
b) Falsk
c¢) Sand
d) Sand

Lgsning 1.5.2
a) r >3
b) v < -3

c) x> 12

Lgsning 1.5.3
a) x < —7. Laeses "z er mindre end eller lig med —7”.
b) x > —6. Laeses "z er stgrre end —6".
c) x > —5,5. Laeses "z er storre end eller lig med —5,5”.

r < —2,25. Laeses "z er mindre end eller lig med —2,25”.

)
)
d) x < 3. Laeses "z er mindre end 3”.
e)
)

f) x < —0,75. Leeses "x er mindre end —0,75".

Lgsning 1.5.4
a) x> —15
b) >3

c) x < 0. Maske har du faet x < 3, men da x skal veere negativ (forudseetning)
er vi ngdt til at begraense lgsningsmaengden.

| Lgsning 1.5.5
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a) L = [5;00]
b) G=R

Lgsning 1.6.1
a) dr+4=4(x+1)
b) 3z — 15 =3(x — 5)

Lgsning 1.6.2
a) ab+ 2b="b(a+ 2)
b) z¢ —2x = z(x — 2)

) 2
¢) 3at — 223 + 2% = 2?(32? — 22 + 1)
)

d) abc + bed + bex = be(a + b+ x)

Lgsning 1.7.1
a) r =2 og y=4
b) =0 og y=3

Lgsning 1.8.1
a) (r+4)*=2>+16+8z
b) (z—-12=224+1-22
c) (p+a)p—q) =p"—¢

Lgsning 1.8.2
a) ¥ +52—2-5x = (v —5)?
b) 22+ 1+ 2x = (x + 1)*
¢) F?+2bF +b* = (F + b)?

Lgsning 1.9.1
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Lgsning 1.9.2

a) Man kan ikke dividere med 0.

Lgsning 1.10.1
a) T = {0,363 &, 69}
b) Ja

Lgsning 1.10.2
a) K ={-2,4}
b) Ja
c) Nej

Lgsning 1.10.3
a) ANB={2,3}

b) AUB =1{1,2,3,4}
c) A\ B={1}
d) B\ A= {4}
e) Nej
f) Ja
Lgsning 1.10.4
a) | —o0;2]
b) [2;5]
¢) [=3;00]
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Lgsning 1.11.1

a) |—3|=3
b) 2] =2
c) [T2=3)[ =7

Lgsning 1.11.2
a) x=4 VvV z=-4

b) y= Vo o =-2
c) x = vV o ox=-1
d)z=1 Vv x=-2
Lgsning 1.12.1
a) 2<x<6
b) 1<z<?2
¢) 100 < a < 600
d) b > 0 fordi —300 skal veere negativ for at ulighed bliver sand. Lgsningen

til uligheden er 200 < b < 1200.

Lgsning 1.12.2

a) Pa et tidspunkt far du brug for at gange med b pa begge sider. Hvis b < 0,
ville du veere ngdt til at vende ulighedstegnet.

Lgsning 1.12.3

a) ]2;6]

2;

[1;2]
[100; 600]
[

200; 1200]

b)
c)
d)
Lgsning 1.13.1

a) Godt klaret.
b) Klap pa skulderen.
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c) Flot.

Lgsning 1.13.2
2 3
a) % = 480,21

Lgsning 1.13.3

a) Der er to lgsninger: x = —1,54 og © = 4,54.

29

b) = < 7,25. GeoGebra giver x < %, 0g sd ma man selv regne 7.

Lgsning 1.13.4

a) ...
b)
c)
d)

2,7182...

Lgsning 1.13.5
a) Virkede det?

Lgsning 1.14.1
a) Det bgr se saledes ud (screenshot fra Word):

f Geo + Ax) — f(x0)
Ax

f'(xo) = ﬁl;iclllo

Lgsning 1.14.2

a) Eleven har ikke brugt ”Indseet ligning”. Det er ikke nogen katastrofe, da
det stadig er til at laese, men det er grimt! Her er, hvordan det skal se ud:

Jeg skal lgse ligningen 2x + 1 = 0 for at...

Kan du se forskellen?

Lgsning 2.1.1
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a) Funktionen f knytter 10 til 5.
b) y=
¢) Funktionsveerdien er —6 (det er bare det samme som y-vaerdien).
d) =10
Lgsning 2.1.2

a) f(=7)=—14 og f(9) = 18.

b) "f af x og f af tre”. Husk nu, at det er sadan det laeses.

Lgsning 2.1.3
a) Funktionsveerdien er 5.
b) g(6) =11, g(z) = —1 og g(—1) = =3.
c) z=4

Lgsning 2.1.4

a) f(r) =4z
b) h(z)=x+1

Lgsning 2.1.5

a) f(3) =4o0g f(=5)=4
b) g(—2) =16

Lgsning 2.1.6
a) r=—3

b) o =1

Lgsning 2.1.7

a) Der er to lgsninger: z = 3 og z = —3. Fandt du dem begge to? Nej, det
teenkte jeg nok, men du er jo ogsa kun lige startet pa HHX, sa det er vel
begreenset, hvad jeg kan forvente. Du laerer at lgse den slags ligninger (og
nogle som er endnu sveerere) i afsnittet om polynomier. Peace.
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Lgsning 2.2.1
a) P=(5—-2)

Lgsning 2.2.2
a)

Lgsning 2.2.3
a)

—10

Lgsning 2.2.4
a)
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T T T T T T T 1
-10-9 -8 =7 -6 -5 —4 -3 -2

Lgsning 2.2.5
a)

1

—16

20

569




Har du husket at buerne skal veere runde og ikke spidse?

Lgsning 2.2.6
a)

xr
5 4 -3 —2 1 3 4 5
14
_9
3
44 f
5

Lgsning 2.2.7

a) Neeh nej, det ligger ikke pa grafen.
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| Lgsning 2.2.11

571

Lgsning 2.2.8
a)
54WY
4_
3_
2_
14 T
1 2 3 4
Lgsning 2.2.9
a) (1,3)
b) Der er ingen...
C) (_17 _1) 0og (17 1)
Lgsning 2.2.10
a)
1y
4_
3 o
2_
L f
1 2 3 4 5 6 71



a
Ja
C

d

Ja

)
)
)
) nej

Lgsning 2.3.1
a) Dm(f) =] —4;4] og Vm(f) = [1;5].
b) Dm(f) = R og Vm(f) = [-3; 1],

Lgsning 2.3.2
a) f(4) =
b) f(— ) —2

)
c) Det kan ikke lade sig gore, da man ikke kan dividere med 0.
d)

Definitionsmaengden for f er alle tal udtagen 0. Dette kan skrives som

Dm(f) =R\ {0}.

Begrundelse: Man kan dividere med alle tal undtagen nul.

Lgsning 2.3.3
a) f(6) =2
b) f(2) =0

c) Det kan ikke lade sige ggre, da f(1) = /—1, hvilket ikke kan lade sig
gogre, da man ikke kan tage kvadratroden af negative tal.... hmmm jeg
haber ikke, der er en eller anden fessortype i klassen, som begynder at
snakke om komplekse tal.

d) Dm(f) = [2;00[, da indmaden af kvadratroden (x — 2) bliver under nul,
hvis x < 2.

Lgsning 2.3.4
a) Dm(f) = R
b) Dm(f) =] — 00;2]
¢) Dm(f) =R
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d) Dm(f) = R\ {0}
e) Dm(f) = R\ {-37}
f) Dm(f) = [~1;1]

Lgsning 2.4.1
a) Ja
b) Ja
c) Nej

Lgsning 2.4.2
a) Vi ved at y-veerdierne pa grafen er det samme som funktionsveerdierne for
f.Sa hvis f(x) =0 er y =0, og y er nul, nar punktet ligger pa z-aksen.
Lgsning 2.4.3
a) Funktionen f har nulpunkter i z = —1 og x = 3.

b) Funktionen f er negativ pa | — 1; 3.
Funktionen f er positiv pa | — oo; —1[ og |3; oc|.
Funktionen f er nul nar x =1 og x = 3.

¢) Funktionen g har nulpunkt i z = —4.

d) Funktionen ¢ er negativ pa | — oo; —4[.
Funktionen ¢ er positiv pa | — 4; —3].

Lgsning 2.4.4

a) f(~3)=1
b)
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¢) Funktionen f har ingen nulpunkter.

d) Funktionen f er positiv.

Lgsning 2.4.5
a) v =—1
b) v =0
c) r=—1
d) z=1
e) v=—1

Lgsning 2.4.6

a) £(x) < 0 pé J4; oo
f(z) >0 pa | —oo; 4]
f(z)=0narz =4

Lgsning 2.4.7

a) x=1,r=30gz=05.
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fx)[3]0l-1/0]3

¢) f(x) <0 pa |2;4]
f(z) >0 pd | — 00;2[ og ]4; o]
f(x)=0narz =2 o0gxr =4

Lgsning 2.5.1
a) Funktionen f har globalt maksimum i z = —2 med maksimumsvaerdi 4.
b) Funktionen f er voksende pa | — oo; —2]

Funktionen f er aftagende pa [2; 00|

¢) Funktionen g har globalt minimum i x = 1 med minimumsvaerdi —2.
Funktionen g har lokalt maksimum i x = 4 med maksimumsveerdi 4.

d) Funktionen g er aftagende pa | — oo; 1] og [4; 5]
Funktionen ¢ er voksende pa [1; 4]

e) h er konstant.

Lgsning 2.5.2

a) Alle tal i definitionsmaengden (R) er globale minimum og maksimumsste-
der. Maksimums- og minimumsvardierne er alle —2.

Lgsning 2.6.1
a)
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Lgsning 2.6.2
a)

2500 / Ve
2000
1500 //
100
” 500
-4|oo —zloo 0 2?0 4l|)0 sulno Bll)O 1cfoo 1z|oo 14|oo'
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200000

150000

100000

1500000

1000000

500000

10 20

—2000

Lgsning 2.6.3
a)

—1000

—500000

—1000002/

00 2000
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200

150

100

50

0 50 100

Lgsning 2.6.4
a) Se spgrgsmal b).
b) ...

Lgsning 2.6.5
a) v =—4
b) v =—-0,57 og x =0

150
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Lgsning 2.6.6
a) Der er ingen lgsninger, sa L = ().
Lgsning 2.6.7
a) r =2
Lgsning 2.6.8
a) x > 5,5. Kan ogsa besvares med lgsningsmaengden L =|5.5; 0o].

b) 0 <z < 1. Kan ogsa besvares med lgsningsmaengden: L =]0; 1[.

c) z < 0Oeller z > 1. Kan ogsa besvares med lgsningsmaengden: L =]—oo; 0]U
[1; 00].

Lgsning 3.1.1

a) Lineser med a = 3 og b = 2.

b) Lineser med a =2 og b = 0.
c¢) Lineser med a =1 og b = 0.
d) Ikke linezer.
e) Lineser med a = —1 og b = 0.
f) Ikke linezer.
g) Linezer med a = 0 og b = 0.
h) Lineser med a =0 og b= —1.
Lgsning 3.1.2
a) a=—3
b) a=0
Lgsning 3.2.1

a)
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Lgsning 3.2.2
a)

%\
B
|
w
|

DO
|

—_
——
M—
w_
W —
O‘(_
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-5 —4 -3 -2 -1
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Lgsning 3.2.3
a) f(x) =05z —1
g(x)=—x+1
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Lgsning 3.2.4
a) f(x) =3z —1
b) f(x)=—x+2.

Lgsning 3.2.5
a) (4,130) og (8,70)
b) f(x) = —15z + 190

Lgsning 3.3.1

a) Dm(f) = [0;00].

b)
200
180
160 —
140
120
100
80
60—
40—

20

¢) Vm(f) = [40; 00|
d) 190 kr.
e) 4 km.

Lgsning 3.3.2
a) v(z) = —50000x + 800000 |,
b) 16 ar.

x>0
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Lgsning 3.3.3

a) Tallet 1,5 betyder at graesset vosker med 1,5 cm pr. uge og tallet 5 betyder
at graesset var 5 cm hgjt 1. maj 1980.

Lgsning 3.3.4
a) 50 stk.
b) 300 kr.

Lgsning 3.3.5
a) C(x) = 140z + 30000
b) R(z)=200x
c) 44000 kr.
d) 500 kg.

Lgsning 3.3.6
a) p(z) = —ix + 1550
b) 1300 kr.
c) 2500 stk.

Lgsning 3.4.1
a) f(~2) =0
b) f(2) = —4
c) f(3) = -2

Lgsning 3.4.2
a)
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Lgsning 3.4.3
a)
1,50 +5 forax < —2
f(x) =1 —=x for —2 <2 <1
2 for 1l <x <4
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Lgsning 3.4.4
a) Heeldningerne viser hvor meget man betaler i skat pr. tjente krone.

b) Sidste del har en haeldning pa ca. 0,56. Dette betyder, at man hgjst kan
komme til at betale 0,56 kr. i skat pr. ekstra krone, man tjener. Denne
skat kaldes ogsa "marginalskatten”, og den er meget slem, synes de rige.

Lgsning 3.5.1
a) Klarede du det?

Lgsning 3.5.2
a) Huskede du aksetitler? Det er der i hvert fald mange, der glemmer, og det
er en eergerlig ting at miste en karakter pa.
Lgsning 3.5.3
a) y = 37715z + 152517
b) Der har veeret en stigning pa 37715 tilskuere om aret.
c) Ifelge modellen var der 2,4 mio. tilskuere. Det faktiske antal var 2,5, sa
det var rimelig godt ramt.
Lgsning 3.5.4

a) Viser at R? er hgj, men det betyder ikke at punkterne beskrives godt med
en linezer funktion. Vi har brug for et residualplot for at afggre, om der er
system i residualerne

b) r = —0,99. Har du husket minusset?

Lgsning 3.5.5
a)
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1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023

Antal ir efter 1970

L~ W kW=D

[ 0% B4 R | R - - N N N N N R N - R R I B R T R R R T T B I T T T B S R T
L h = O o ~ @ o bWk =S O @~ 3O s W MNSO@O0e - 0L R WMN SO ©@Oo0E -~ 0L R WMN SO

Befolkningstal i mia.
3,70
3,77
3,84
3,92
4,00
4,07
4,14
4,22
4,29
4,37
4,44
4,52
4,61
4,69
4,78
4,86
4,95
5,04
5,13
5,22
5,32
5,41
5,49
5,58
5,66
5,74
5,83
5,91
5,99
6,07
6,15
6,23
6,31
6,39
6,48
6,56
6,64
6,73
6,81
6,90
6,99
7,07
7,16
7,25
7,34
7,43
7,51
7,60
7,68
7,76
7,84
7,91
7,98
8,05
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b) Har du husket aksetitler?

Befolkningstal i mia.
~

0 T T T T T »

0 10 20 30 40 50 60
Antal ar efter 1970

c) Modellen er y = 0,0838z + 3,6376, hvor y er befolkningstallet i mia. og
er antal ar efter 2019. Vi har R? = 0,9997.

d) Tallet 0,0838 betyder, at der har veeret en stigning pa 0,0838 mia. men-
nesker om aret. Dvs. at der hvert ar kommer 84 mio. mennesker mere pa
jorden. De 3,6376 betyder at der var 3,6 mia. mennesker pa jorden i 1970
ifglge modellen.

e) Ar 2046.
Residualplot
0,08 ;
0,06 1
L ]
s 004 { e
3
2 .
®om{ * ool
. RTINS . .
b4 )
. L4 b . N
0 | + T - )
e 10 i 0 070, 0% 50 60
-0,02 A . . '
. -*
Tosss® .

-0,04 4

Vi ser en tydelig lineser tendens i xy-plottet og R? er hgj. MEN... residu-
alplottet viser, at der er system i residualerne ah nej! Sa modellen er ikke
helt s& god, som det umiddelbart kunne se ud til. Sikke noget mgg. Der
er altsa tendenser i udviklingen modellen ikke fanger.

Lgsning 3.6.1
a)
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Samlet antal tilskuere ved VM i fodbold

4000000
3500000 e ® o
3000000 .
2
§ 2500000 o
% 2000000 ~ L
£ 1500000 *® o
< 1000000 .
°
500000 ®

0
0 20 40 60 80 100

Antal ar efter 1930

[

Huskede du at @&endre diagramtitlen og tilfgje aksetitler?

Lgsning 3.6.2
a) y = 37715z + 152517
b) Der har veeret en stigning pa 37715 tilskuere om aret

c) Ifelge modellen var der 2,4 mio. tilskuere. Det faktiske antal var 2,5, sa
det var rimelig godt ramt.

Lgsning 3.6.3

a) Vi ser at R? er hgj, sa punkterne ligger teet pa linjen, men udsvingene
fra linjen er ikke tilfaeldige, sa vi bgr ikke modellere udviklingen med en

lineser model.

b) r = —0,99. Har du husket minusset?

Lgsning 3.6.4
a)
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1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023

Antal ir efter 1970

L~ W kW=D

[ 0% B4 R | R - - N N N N N R N - R R I B R T R R R T T B I T T T B S R T
L h = O o ~ @ o bWk =S O @~ 3O s W MNSO@O0e - 0L R WMN SO ©@Oo0E -~ 0L R WMN SO

Befolkningstal i mia.
3,70
3,77
3,84
3,92
4,00
4,07
4,14
4,22
4,29
4,37
4,44
4,52
4,61
4,69
4,78
4,86
4,95
5,04
5,13
5,22
5,32
5,41
5,49
5,58
5,66
5,74
5,83
5,91
5,99
6,07
6,15
6,23
6,31
6,39
6,48
6,56
6,64
6,73
6,81
6,90
6,99
7,07
7,16
7,25
7,34
7,43
7,51
7,60
7,68
7,76
7,84
7,91
7,98
8,05

590



b) Har du husket titel og aksetitler?

9,00
8,00
B 7,00
T 6,00
% 5,00
€ 4,00
)
€300
=
c 2,00
<
1,00
0,00

Antal mennesker pa jorden

10 20 30 40 50 60
Antal ar efter 1970

c) Modellen er y = 0,0838z + 3,6376, hvor y er befolkningstallet i mia. og
x er antal ar efter 2019. Punkterne ligger nsermest perfekt pa linjen og
R? = 0,9997, sa modellen giver en god beskrivelse af data.

d) Tallet 0,0838 betyder, at der har veeret en stigning pa 0,0838 mia. men-
nesker om aret. Dvs. at der hvert ar kommer 84 mio. mennesker mere pa
jorden. Ikke s& maerkeligt, at vi far problemer med global warming osv.
De 3,6376 betyder at der var 3,6 mio. mennesker pa jorden i 1970 ifglge

modellen.

e) Ar 2046.

Lgsning 3.6.5

a) Om 10 mia. ar er jorden blevet opslugt af solen og derfor er der 0 mennesker
pa jorden. RIP.

Lgsning 3.8.1

a) f(z)=-3z+13 | 2<1<6

Huskede du begraensningen pa x?

Lgsning 3.8.2

a) f(r) =z +3.

Lgsning 3.8.3

a) f(z) =32

3
5
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Lgsning 3.8.4
a) b=9

Lgsning 3.8.5

a) xg= —1
Lgsning 3.8.6

a) 0 kr.

b) 24.000

c) flz) =

0 for x < 100000
0,6z — 60000 for x > 100000

Lgsning 3.8.7

a) f(z) =1,8x+32, hvor x er temperaturen i Celsius og f(x) er temperaturen
i Fahrenheit.

b) f(z) = 0,56x — 17,89, hvor = er temperaturen i Fahrenheit og f(x) er
temperaturen i Celsius.

¢) Hvis man har en temperatur i = i Fahrenheit og bruger reglen far man

x — 30 1
= —xr—1
5 230 5

Dette svarer ikke helt til f(x) = 0,56z — 17,78, men lad os prove et ek-
sempel. Har man 90° Fahrenheit og bruger reglen far man:

90 —30

30
2

Bruger man forskriften
f£(90) = 0,56 - 90 — 17,89 = 32,51

Saaa lidt derhen af... Godt nok til at finde ud af om det er t-shirt eller
lange &ermer, I guess.

Lgsning 4.1.1

a) Er et polynomium
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b) Er et ikke et polynomium
¢) Er et polynomium
d) Er et ikke et polynomium
e) Er et polynomium
f) Er et polynomium
g) Er et polynomium
h) Er et polynomium

i) Er et ikke et polynomium (da eksponenterne skal vaere hele tal)

)
j) Er et polynomium
)

k) Er et polynomium
Lgsning 4.1.2

a) a=2o0gb=1

b)a=1logb=1

c) a=—-20gb=2

d) a=—-1logb=0
Lgsning 4.1.3

a) a=3,b=2,c=1
b)a=1,b0=-2,c=3
—2,b=0,c=1
=1,0=0,c=0

39, b=—-1,¢=0

~1,b=0,c=13

C

)
)
d)
)
)

a

S

e a

f

a

Lgsning 4.1.4
a) 3
b) 1
c) 8
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d) 0

Lgsning 4.1.5

a) En linezere funktion er enten et nultegradspolynomium eller et forste-
gradspolynomium.

Lgsning 4.1.6

a) f(0) =—1og f(=2) =7
b) f(0) =27 0g f(=2) =27

c) f(0)=1og f(-2) =23
Lgsning 4.1.7

a) Det har mellem 1 (da det er ulige grad) og 7 nulpunkter.
b) Det har hgjst 6 ekstrema.

Lgsning 4.1.8

a) Den er mindst 6.
Lgsning 4.1.9
a) Dm(f) =R og Vm(f) = R (da graden er ulige)
Lgsning 4.1.10
a) Dm(f) = R og Vin(f) = {~4}.
Lgsning 4.1.11
a) n=2,a3s=1,a; =0 o0g ay=—3
b) n=00gay=>5
Lgsning 4.1.12

a) ap_1 =0

b) Ap—92 = —7
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Lgsning 4.1.13
a) Ja
b) Nej

c¢) Ikke nogen. Medmindre man er craaaaaazy!!! ...og giver det graden —oc.

Lgsning 4.2.1
a) Konveks

b) Konkav

Lgsning 4.2.2
a) a >0
b) ¢c=2
c) b=-1

Lgsning 4.2.3

a) a=%

b) a=—4
Lgsning 4.2.4
a) f(x)=—2>+22+1
b) g(z) = 322
Lgsning 4.3.1
a) d=38
b) d =12
c) d=0
d) d=16
Lgsning 4.3.2
a) (3,1)
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Lgsning 4.3.3
a) (1,—1)
b) (0,2)

c) (0,0)

Lgsning 4.3.4
a) Der er to nulpunkter. Et iz = —1ogetiz =3

Lgsning 4.3.5
a) x =20
b) r =—1

Lgsning 4.3.6
a) d>0
b) d=10
c) d<0

Lgsning 4.3.7
a) b=06

Lgsning 4.3.8
a) a =2

Lgsning 4.3.9

—b
a) xr = 5
_ —b%+4ac

b) flar) = 1a
C) f(xT + 1) — 4a2—i)z+4ac
d) flzr+1) = f(zr) =a
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e) At f(xr+ 1) — f(xr) = a betyder at grafen vokser med a nar vi gar 1 ud
fra toppunktet.

Lgsning 4.4.1

a) Et nulpunkt er en z-veerdi, hvori funktionsveerdien er nul. Hvis vi definerer
f(x) = 2> +4x+4, og sxetter den lig med nul, far vi ligningen 2> +4x+4 = 0.
Derfor er en Igsning til denne ligning det samme som et nulpunkt for f.

Lgsning 4.4.2

a) r1=—20gwy =1

b) Ingen lgsninger.

c) v =4.

Lgsning 4.4.3
a) x=—-3Vax=4

Lasning 4.4.4
a) r1=—-logwy=1
b =—-30g Ty =3

) @
c) Har ikke nogen lgsninger.
d)

xr =
Lgsning 4.4.5
a) k=3

Lgsning 4.5.1

a) Nulreglen siger, at hvis to tal ganget sammen er nul, si er det fordi,
mindst et af de to tal lig med nul.

Lgsning 4.5.2
a) r=—-4Vzx=-2
b) z=0Vzx=2

597



Lgsning 4.5.3
a) r=—-2Var=0
b) r=-2Ve=0

Lgsning 4.5.4
a) x=—-1Vex=0Vzr=2
b) r=-3Vve=0

c) x = 1. Hvorfor ikke z = 0 ogsa?

Lgsning 4.5.5
a) x=—-1Vax=0Vz=4
b) =-3Ve=0Vzx=2
—3Vaz=-2

c) x

Lgsning 4.5.6
a) 21
b) 2,3 og x

Lgsning 4.6.1

a)
f(x)>0pa]—1 00
f(z) =0nar z = —1

b)
f(z) >0pd]—o0,—1],]—0,50[ og ]1; 00|
f(z) <0 pd]—1;-0,5 og J0; 1]
f(x)=0narz=—-1,2=-05,xz=0ellerx =1
Lgsning 4.6.2
a)
f(z) > 0 for alle x.
b)
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f(x) >0 pa | —3;00]
f(z) <0 pd]—o0; =3
f(z) =0nar z = -3

c)
f(x) > 0 pd | — o0o; —4[ og ]1; o0
flx) <0pé]|—41]
f(z)=0narz=—-4ogzr=1

d)
f(z) > 0pa]—o0;0[ og |1;2]
f(z) <0 pd ]0;1[ og ]2; 00
f(z)=0narz=0,z=1o0gx =2
Lgsning 4.6.3
a) ¥ — 6z +8 >0

b) Polynomiet er:
positivt pa | — 0o0;2[ og ]4; o]
negativt pa ]2;4]
nuliz=2o0gxr=14

c¢) Uligheden er opfyldt for z < 2V x > 4. Dvs. lgsningsmeengden er L =
] — 00; 2[U]4; o0l
Lgsning 4.6.4
a) 2 < x < 4. Som maengde: L =]2;4].

Lgsning 4.7.1
a) (—2,4) og (2,4)
b) (=2,-1) 0g (2,3)
c) (2,5)
d)

e) (=2,-4), (0,0) og (1,2)

Lgsning 5.1.1
a) 30%

Der er ikke nogen.
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Lgsning 5.1.2
a) Sperg mig.
b) Sperg mig.

Lgsning 5.2.1
a)

Saeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Indekstal | 100 ) 76 75 H4 94

Lgsning 5.2.2

a) FCM har veeret mere stabile over perioden og slutter ogsa 10 procentpoint
hgjere ned Brgndby IF.

Lgsning 5.2.3
a) Stigningen er pa 29 procentpoint.
b) Stigningen er pa 39%.

Lgsning 5.2.4
a)
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Seeson 08/09 | 9/10 | 10/11 | 11 /12| 12/13 | 13/14
Tilskuergennemsnit | 3420 | 3419 | 3283 | 3283 | 3005 | 3488
Indekstal 100 100 | 96 96 88

102

Lgsning 6.1.1

a) Tryk pa hgjtalerikonet: her.
Lgsning 6.1.2

a) a > 0 betyder at a skal veere stgrre end nul. At a # 1 betyder at a ikke
ma veere 1. At b > 0 betyder at b skal veere stgrre end nul.

Lgsning 6.1.3
a) a=>5o0gb=2.
b) a = 1,02 og b = 3000.
c)a=14o0gb=1
Lgsning 6.1.4

a) yes den er god nok

Lgsning 6.1.5

a) Grundtallet a er 1,6 og begyndelsesvaerdien b er 5000.
b) f(—1) = 3125 og f(3) = 20480.

Lgsning 6.1.6

a) Der er 13161 indbyggere i byen efter 5 ar.
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b) Der er 17637 indbyggere i ar 2031.

Lgsning 6.1.7
a) e =7,39
b) e* = 17,39

Lgsning 6.1.8
a) Grundtallet er 4 og begyndelsesveerdien er 2.
b) f(0) =
c) f(2) =32
)

d) Grafen skaere y-aksen i 2 og funktionen er voksende.

Lgsning 6.1.9
a) b=>5
b) a<1
c) f(4 )
d)

Lgsning 6.1.10

a) vV27=3
b) V16 = 2
c) v10 = 1,58

Lgsning 6.1.11
a) f(x)=1,82-1,40"

Lgsning 6.1.12
a) f(x)=0,25-2"

Lgsning 6.2.1

a) f vokser med 30% nar x vokser med 1.
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Lgsning 6.2.2
a) r = 0,2, vokser med 20%.
b) r = 3, vokser med 300%.
c) r=—0,2, aftager med 20%.

Lgsning 6.2.3
a) r=0,012.
b) f(x)="7,15-1,012",
¢) Der er 7,68 milliarder rumvaesener pa planeten i ar 2020.
)

d) Ar 2042.

Lgsning 6.2.4
a) 200.000 kr.
b) 30%.

c) 48020 kr.
d) Ar 2024.

Lgsning 6.3.1
a)

25 5
20 A

15 4 ol

Procentdel af BNP brugt pa velfaerd

10 A

. .

L
0 T T T T T J
0 20 40 60 80 100 120
Antal &r efter 1980

Huskede du aksetitler?
b) y =0,7611 - 1,0333"
c) I ar 1880 blev der brugt 0,7611% af BNP pa velfeerd — ifslge modellen
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altsd — den faktiske andel er 0,96%, som det kan ses i tabellen.

d) Der har veeret en arlig veekst i andelen af BNP brugt pa velfeerd pa 3,3%
i perioden 1880-1979.

e) Ifglge modellen ville der veere brugt 80% af BNP pa velfeerd i 2022. Enhver
liberalists mareridt. Men jeg kan berolige med at udviklingen er gaet ret
meget 1 sta. I 2022 brugte vi 26% af BNP pa velfeerd, sa der er massere af
penge til borgernes egne lommer, hvor pengene jo ligger bedst.

Lgsning 6.3.2
a)

70 5
60

50 A

Antal transistorer i mia.

40 A e

30 A

20 1 -

10 +

0 10 20 30 40 50 60
Antal r efter 1971

b) y = 1864 - 1,4183"

¢) R?=0,98
Residualplot
6 3
41 .
2 4
o.. . .
0 -H—o—ﬂ—owmmm“m—.#.—n
] 10 20 30 40 50 60
2 7]
& -4 4 ..
-6 4
-8
-10 4
12 ¢
-14 4 .
-16 4

X

Det ser ud til, at der er stgrre variation i residualer til sidst, end der er
i starten. Havde det veeret lineser regression, ville det veere et problem,
men fordi det er eksponentiel regression, er det ikke ngdvendigvis et pro-
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blem. Vi kan ikke se nogen systematik i residualerne (ud over den stigende
variation), og R? er rimelige hgj, s& vi kan ikke se nogle problemer med
modellen. Dog skal det siges, at residualerne burde analyseres pa en mere
avanceret made, som gar ud over mathhx.

d) Der har veeret en arlig veekst pa 42%
e) 1677 mia.
f) iar 2027.

Lgsning 6.4.1
a)

Andel af BNP brugt pa velfzerd

[
w

[
o

Fq

”~

=
v

Andel af BNP i pct.
=Y
L]

(¥}

® ®

o

0 20 40 60 80 100 120
Antal ar efter 1880

b) y = 0,7611 - 1,0333¢

c) I ar 1880 blev der brugt 0,7611% af BNP pa velfeerd — ifplge modellen
altsa — den faktiske andel er 0,96%, som det kan ses i tabellen.

d) Der har veeret en arlig veekst i andelen af BNP brugt pa velfeerd pa 3,3%
i perioden 1880-1979.

e) Ifglge modellen ville der vaere brugt 80% af BNP pa velfeerd i 2022. Enhver
liberalists mareridt. Men jeg kan berolige med at udviklingen er gaet ret
meget i sta. I 2022 brugte vi 26% af BNP pa velfeerd, sa der er massere af
penge til borgernes lommer, hvor pengene jo ligger bedst.

Lgsning 6.4.2
a)
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Transistorer pr. mikrochip

w B U o N
(=] o o o
®

o

Antal i mia.

..

[l
o

[y
o

L]

o
0 99-0 & 0 00 000 2000000000000000090%°

0 10 20 30 40 50 6(
Antal ar efter 1971

b) y = 1864 - 1,4183"
¢) R?=0,98

d) Ja punkter ligger paent omkring modellen og vi har en rimelig hgj R2
Bemerk at du ikke umiddelbart kan tjekke at de forste punkter ligger
paent. Det kraever at du zoomer pa y-aksen (nemmest at ggre i GeoGebra),
da tallene er sma relativt til de sidste tal.

e) Der har veeret en arlig veekst pa 42%
f) 1677 mia.
g) iar 2027.

Lgsning 6.4.3
a) y=1,7819-1,1633"
b) R*=0,9991

c)

Global produktion af plastik
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Produceret plastik i mio. tons ° —
30
@
@
20 @
]
@
]
10 . 4
]
(<]
® @
® (ONC
(O NC] LA
Antal ar efter 1950
0 5 10 15 20
d)
0.6 @
]
0.4
]
0.2 ® ) L )
5] @
0 2 0 ® 2 4 6 8 2) 12 14 o 18 20
] (<]
-0.2 ®
(4]
)

0.4 ) ®
-0.6

e) Punkterne ligger paent omkring modellen, R? er hgj og residualplottet ser
umiddelbart godt ud (punkterne ligger uden system). Det er dermed en
fin model vi har fundet.

Lgsning 6.5.1
a) Funktionerne f og i er voksensende men funktionerne g og h er aftagende.
b) Tp =3
c) Ty =2
d) T% =4
e) Th=1
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Lgsning 6.5.2

a) Da 0,917 < 1 er funktionen aftagende, og derfor er det kun halveringskon-
stanten, der kan bestemmes.

b) T% ~ 8.

Lgsning 6.5.3

a) I en eksponentiel funktion er det alene a som bestemmer, hvor meget funk-
tionen vokser/aftager. Da fordoblings og halveringskonstanter kun udtryk-
ker noget om vaeksten er det ikke sa underligt at de kun athaenger af a

Lgsning 6.5.4
a) T = 4,98
b) To = 0,63
¢) Man kan ikke finde fordoblingskonstanten for en aftagende funktion dit
fjols.
Lgsning 6.5.5
a) T, = 1,98
b) Moores lov siger:

Antallet af transistorer pr. mikroprocessor fordobles hvert andet
ar.

Det kan omformuleres til at fordoblingskonstanten er 2. Vi fik den til
1,98 =~ 2. Sa ja, Moores lov er bekraftet. Utroligt at udviklingen af com-
puterkraft fglger en sa simpel lov, hva?

Lgsning 7.1.1
2) (@) = L
b) fHz) =3x
c) fllx)=a—7T
d) fHz) ==
Lgsning 7.1.2
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a) fH(7)=3
Lgsning 7.1.3

a) fH(f(3)) =3

b) f(f71(11)) =11

Lgsning 7.1.4
a) Invertibel
b) Ikke invertibel

c¢) Ikke invertibel

d) Invertibel
)

)

e) Ikke invertibel

f

Invertibel

Lgsning 7.1.5

a) Eksponentielle funktioner stiger eller falder med en fast procent. De er
altsa enten voksende elller aftagende i hele deres definitionsmeaengde og
dermed invertible.

Lgsning 7.1.6
a) Dm(f™!) =] — 00;00[ og Vm(f™") =]0; o0

Lgsning 7.1.7
a) Dm(f™") =]2;3] og Vm(f™) =1;4]

Lgsning 7.1.8
a)
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Lgsning 7.1.9
a)

b) f er voksende, si den er invertibel.

c)

610



Det er kunst.

B f= e

Lgsning 7.2.1
a) fHz)=x-13
b) f7H(x) =
) f @)= a
Q) fe) =~

L¢sn|ng 7.2.2
X

x) = :c 2. Fik du den forkert? No worries, det er var ogsa meningen.

Lgsning 7.2.3
a) fl(z)=2x—4
b) fHz)=—-2+3

Lgsning 7.2.4
a) 80
b) 40
c) p(z) = —3x+40

Lgsning 7.2.5
a) En funktioner er invertibel, hvis den har en omvendt funktion.
b) Der ma kun veere én z-veerdi til hver y-veerdi.

c¢) Linesere funktioner med en haeldning pa 0 er ikke invertible.

Lgsning 7.3.1

a) Sagde du "LN af x”, ”LN til x” eller "LN x”? Jeg haber ikke du sagde "L
af N”. Det er nemlig en almindelig fejl.

b) Sagde du "log af x”, "log til x” eller "log x”?
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Lgsning 7.3.2

a) I sidste afsnit sa vi (gvelse 7.1.5) at alle eksponentielle funktioner er in-

vertible. Altsa mé f(x) = 10” og f(z) = e” ogsa veere invertible, dvs. de
har omvendte funktioner.

Lgsning 7.3.3
a) log(1000) = 3

Lgsning 7.3.4
a) et = 5

b) In(e’) =
c) lo (107) =7
d) 1082 =2

Lgsning 7.3.5

Lgsning 7.3.6
a) (07147 _1)

Lgsning 7.3.7

a) Vi husker at log(z) er omvendt funktion til f(z) = 10", sa dens graf
fremkommer ved at spejle i y = x.
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b) Vi husker at In(z) er omvendt funktion til f(z) = e*, sa dens graf frem-
kommer ved at spejle i y = x.

Lgsning 7.3.8

a) Da logaritmefunktioner er omvendte funktioner til eksponentielle funktio-
ner vil definitions og veerdimaengden svarer til definitions og veerdimaeng-
den for eksponentielle funktioner, bare byttet rundt. Altsa bliver defini-
tionsmaengden for logaritmefunktionerne |0; oo[ og veerdimeengden bliver
| — 00; 0.

Lgsning 7.3.9

a) Nulpunkterne bestemmes ved at lgse ligningen log(x) = 0. Vi bruger funk-
tion f(x) = 10" pa begge sider:

1 Olog(m) —1 OO
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Da log(x) er omvendt funktion til f(z) = 10" fas
z = 10°

dvs.
r=1

b) Nulpunkterne bestemmes ved at lgse ligningen In(x) = 0. Vi bruger funk-
tion f(x) = e” pa begge sider:

elog(x) _ 60

Da In(z) er omvendt funktion til f(z) = le* fas

dvs.

Lgsning 7.3.10
a) log(1) =0

b) log(10000) = 4

¢) In(e?) = 27

d) In(}) = -1

e) log(200) — log(20) =1

f) In(5e) + In(2e) = 2

Lgsning 7.3.11
a) log(7) = 0,85

Lgsning 7.4.1
a) x=0,74
b) = = 3,56
c) v = 2,37
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Lgsning 7.4.2
a) v =—1,32

Lgsning 7.4.3

a) x =241

b) z=1,21
Lgsning 7.4.4

a) (0,92;13,29)

Lgsning 7.4.5
a) f(x)=0,0001-2"
b) 42 gange. Utroligt, right?
Lgsning 7.5.1
a) Vis mig det
Lgsning 7.5.2
a) Vis mig det
b) Vis mig det
Lgsning 8.1.1
a) 0,0021

Lgsning 8.1.2
a) 268,78 kr.

Lgsning 8.1.3

a) Rentefoden er 3% pr. termin.

Lgsning 8.1.4
a) Det var 20.000 kr. hun satte ind.
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Lgsning 8.1.5
a) 8 ar

Lgsning 8.1.6
a) 386,97 kr.

Lgsning 8.1.7
a) 3138,43 kr.

Lgsning 8.2.1

a) Der er n — 1. Hvis f.eks. n = 2 har vi to ydelser, men der er kun 1 termin
fordi der kun er et mellemrum mellem ydelserne:

1 2
S
Y Y
Lgsning 8.2.2
a) r = 0,005
b) Lille Gysse har 5766,07 kr. pa sin konto efter 27 indbetalinger.
c¢) Lille Gysse har indbetalt 5400 kr.
d) Lille Gysse har faet tilskrevet 366,07 kr. i rente
Lgsning 8.2.3
a) 0,01%
Lgsning 8.2.4

a) Hun satte 100 kr. ind hver maned.

Lgsning 8.2.5
a) Michael har fortaget 45 indbetalinger dvs. der er gaet 11 ar.

Lgsning 8.3.1

a) Der er ogsa n. I modsaetning til annuitetsopsparing er der er nemlig ikke
nogen ydelse i starten af tidslinjen, sa der er lige sa mange ydelser som
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der er mellemrum. Her er et eksempel hvor n = 3. Vi ser at der ogsa er 3
rentetilskrivninger og dermed 3 terminer:

o 1 2 3

Lgsning 8.3.2
a) Ayg = 144748

Lgsning 8.3.3

a) 7 millioner.

Lgsning 8.3.4
a) 5%

Lgsning 8.3.5
a) y = 15042,20 kr.

Lgsning 8.3.6
a) 120
b) 10 ar

Lgsning 8.4.1
a) Tryk pa hojtalerikonet: her.

Lgsning 8.4.2
a)
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https://translate.google.com/?sl=da&tl=en&text=amortisations tabel&op=translate

Termin |Primo restgeld |Ydelse |Rente |Afdrag Ultimo restgaeld
1 150000 13000 10500 8500,00 141500,00
2 141500 15000 9905 9095,00 132405,00
3 132405 13000| 9268,4| 973165 122673,35
4 122673,35 19000 85871 1041287 112260,48
5 112260,4845 19000 7858,2| 1114177 101118,72
6 101118,7184 13000| 7078,3| 11921,69 89197,03
7 891970287 19000 62438 12756,21 7644082
a8 76440,82071 19000 5350,9| 13649,14 6279168
9 62791,67816 19000| 4395,4| 14604,58 48187,10
10 48187,09563 19000 3373,1| 15626,90 32560,19
11 32560,19233 13000) 2279,2| 16720,79 15839,41
12 15839,40579| 16948,16| 1108,8| 15839,41 0,00

b) Geelden er 112.260,48 kr.

¢) 12 terminer.

Lgsning 8.4.3
a) y = 10845,72 kr.

b)
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Termin |Primo restgeeld [Ydelse |Rente |Afdrag Ultimo restgaeld
1 300000| 10845,72 4500 6345,72 293654,28
2 293054,28| 10845,72| 4404,5( 644091 287213,37
3 287213,3742| 10845,72( 4308,2 6537,52 280675,85
4 280675,8548| 10845,72( 4210,1 6635,58 274040,27
5 274040,2726| 10845,72( 4110,6 6735,12 267305,16
5] 267305,1567( 10845,72| 4009,6| 63836,14 2600469,01
7 260468,0141| 10845,72 3907 6938,68 253530,33
a8 253530,3293| 10845,72 3803 7042,77 246487,56
9 246487,5642| 10845,72| 36973 7148,41 239339,16
10 239339,1577( 10845,72| 3590,1| 7255,63 232083,53
11 232083,5251| 10845,72( 3481,3 /364,47 224719,06
12 2247159,0579| 10845,72( 3370,8 7474,93 217244,12
13 217244, 1238| 10845,72 3258,7 7587,06 209657,07
14 209657,0057( 10845,72| 31449 7700,86 201956,20
15 201956,2016| 10845,72( 3023,3 J8le,38 194139,82
16 1941359,8247| 10845,72( 29121 7933,62 186206,20
17 186206,202| 10845,72 2793,1 8052,63 178153,58
18 178153,5751| 10845,72| 2672,3 8173,42 169980,16
19 169980,1587| 10845,72( 2543,7 8296,02 161684,14
20 161684,1411| 10845,72( 24253 8420,46 153263,68
21 153263,6832| 10845,72 2299 8546,76 144716,92
22 144716,9184( 10845,72| 2170,8| 8674,97 136041,95
23 136041,5522| 10845,72( 2040,6 8805,09 127236,80
24 127236,8615| 10845,72( 1908,6 8937,17 118293,69
25 118299,65944| 10845,72( 1774,5 9071,22 109228,47
26 109228,4698( 10845,72| 16838,4( 9207,29 100021,18
27 100021,1769| 10845,72( 1500,3 9345,40 90675, 77
28 90675,77454| 10845,72( 1360,1 9485,58 81190,19
29 81190,15115| 10845,72 12179 962787 71562,32
30 71562,32402( 10845,72| 10734 9772,29 61790,04
31 61790,03888| 10845,72( 926,85 9918,87 51871,17
32 51871,16947| 10845,72| 778,07 1006765 41803,52
33 41803,51701| 10845,72| 627,05| 10218.67 31584,85
34 31584,84970( 10845,72| 473,77 10371,95 21212,90
33 21212,90251| 10845,72| 318,19| 10527,53 10685,38
36 10685,37605| 10845,66| 160,23| 10685,38 0,00

¢) Vi har beregnet ydelsen med en annuitetsformel. I annuiteter er ydelserne
altid lige store. At den sidste ydelse ikke passer helt skyldes, at vi kun kan
have to decimaler med i vores ydelse, da gre er den mindste pengeenhed

Lgsning 8.4.4

a) Primo restgeeld er det man skylder ved indgangen til terminen, og derfor
det man skal betale renter af. Man finder rentebelgbet ved at gange med
renten som decimaltal. Altsa skal vi sige (Primo restgeeld) - r.
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b) Man kunne godt komme til at tro, at ydelsen var det lanet blev formindsket
med. Men samtidig med vi betaler ydelsen, kommer der jo ogsa renter pa.
Renten bliver lagt oven i lanet, s& det vi rent faktisk far afdraget med ma
veere ydelsen minus renten.

¢) Primo restgeeld er det, vi skylder nar vi gar ind i terminen. Afdraget er
det, vi formindsker lanet med. Altsa kan vi finde ultimo restgaeld ved at
traeekke afdraget fra primo restgaeld.

d) Det er jo oplagt. Det du skylder ved udgangen af en termin, ma veaere det
samme som det, du skylder ved indgangen til den naeste termin.

e) Ved den sidste ydelse skal lanet veere betalt helt tilbage. Men udover
at betale det vi skylder, (primo restgaeld) skal vi ogsa betale renter. Sa
leegger man de to sammen (primo restgeeld og renter), ma man fa den
sidste ydelse.

Lgsning 8.4.5
a) ng = 4487,77

Lgsning 8.5.1
a) 20
b) 1.574,52 kr.

Lgsning 8.5.2
a) 0,01%

Lgsning 8.5.3
a) 5%

Lgsning 8.6.1
a) 1%
b) 6%
c) 1%

Lgsning 8.6.2
a) 4,07%

620



b) 25,44%
¢) 10,38%

Lgsning 8.6.3
a) 2.123,57 kr.

b) 58 terminer dvs. 4 ar og 10 maneder.

¢) 2,02%

Lgsning 8.6.4
a) 0,5%
b) 6%
c) 6,17%
d) 1.500 kr.

Lgsning 8.6.5
a) 6%

Lgsning 8.6.6
a) Den gennemsnitlige rente er pa 5,94%

b) Hun har 1.259,56 kr.

Lgsning 8.7.1
a) 0,0025
b) 13.974,14 kr.
16.232,60 k.
208 ydelser
e) 17 ar og 4 maneder (hvor han kan fa udbetalt 100 kr.).

C

)
)
d)
)

Lgsning 8.7.2
a) Han skylder 127.159,78 kr.
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Lgsning 8.8.1
a) Ifplge fremskrivningsformlen er
K, = Ky1+nr)".
Vi dividerer nu med K, pa begge sider:

K,

1 "
o=

Vi tager derefter den n’te rod pa begge sider:

K,
i;o: (1+47r).

Vi traekker sa 1 fra pa begge sider:

K, ]
- =7r
K ’

og bytter rundt pa hgjre og venstre side: :

Lgsning 8.8.2

a) Ifplge fremskrivningsformlen er
K, =Ky1+n)".
Vi isolerer nu K ved at gange med (1 + r)~" pa begge sider:
Ky(L+7)"=Ko(1+7)"(L+7)"
Vi bruger nu potensregnereglen a? - a? = a’*9 pa hgjresiden
K,(1+7r)™"=Ky(1+4r)""

Vi reducerer
Ko(1+7)" = Ko(1+7)°

og bruger reglen a” = 1 pa hgjresiden

Kn(l + T)_n = K()
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Til sidst bytter vi rundt pa hgjre og venstre side:

K() = Kn(l + ’l“)_n

Lgsning 8.8.3

a)

folge fremskrivningsformlen er
K, = Kg(l + ’I“)n.
Vi dividerer nu med K, pa begge sider:

K,

1 "
o=

Vi skal finde n og ah nej det er jo rigtig dumt for n star i eksponenten.
Heldigvis har vi leert om logaritmer, og dem kan vi jo bruge til at fiske n
ned. Sa vi tager den naturlige logaritme pa begge sider:

Ky

("
n(KO

) =In((1+7r)").
Vi benytter reglen In(a”) = zIn(a) og far:
Ky
ln(KO) =nln(l+r).

Vi dividerer sa med In(1 + r) pa begge sider:

ln(%)

In(l+7r) "
og bytter rundt pa hgjre og venstre side:

ln(%)

"= In(l+7r)

Lgsning 8.8.4

a)

Vis det til mig.

Lgsning 9.1.1

a)
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PRODUKT A | PRODUKT B | Til radighed
Arbejdstimer 2 timer 4 timer 100 timer
Ramateriale 5kg 1kg 70kg
Dackningsbidrag | 10 kr. 8 kr.

b) x er antal producerede PRODUKT A og y er antal producerede PRO-
DUKT B.

¢) f(z,y) =10x + 8y

d) Polygonomradet er det mgrkeste bla omrade.

@ a:2x+4y<i100 =/ §a b
@) b: 5x+y <70

@ c:x>0

O d:y>0

e) Virksomheden skal producerer 10 PRODUKT A og 20 PRODUKT B,
hvilket giver et deekningsbidrag pa 260 kr., hvilket ikke er meget, men der
jo ogsa bare et eksempel, sa du kan laere metoden.

Lgsning 9.1.2

a) Virksomheden skal stadig producerer 10 PRODUKT A og 20 PRODUKT
B og vil sa fa et deekningsbidrag pa 360 kr.

b) Virksomheden skal sa producerer 14 PRODUKT A og ingen PRODUKT
B og vil sa fa et dackningsbidrag pa 840 kr.

Lgsning 9.1.3
a)
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Miniskumbananer | Piratos | Minimumskrav
Antal 1 1 20
Veegt 9¢g 4g 120 ¢g
Omkostninger | 2 kr. 0,5 kr.

b) x er antal miniskumbananer i posen og y er antal piratos.
c) f(x,y) =2z + 0,5y

d) Polygonomradet er det mgrkeste omrade:

e) Hun skal putte 30 piratos i hver pose og det vil kosten hende 15 kr. pr.

f) Hun skal putte 8 miniskumbananer og 12 piratos i hver pose og det vil

Lgsning 9.2.1
a)
PRODUKT A | PRODUKT B | Til radighed
Arbejdstimer 2 timer 4 timer 100 timer
Ramateriale 5kg 1kg 70 kg
Daekningsbidrag | 10 kr. 8 kr.

. a:x+y>20

@ b:9x+4y>120
Q@ c:x20

@) d:y>0

+ Input

pose.

koste hende 34 kr.

x er antal producerede PRODUKT A og y er antal producerede PRO-
DUKT B. Forskriften er f(x,y) = 10x + 8y og polygonomradet er det

merkeste bla omrade.
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a:2x+4y <100

b: 5x+y <70

c: x>0

d:y>0

a:2x+4y<100

b:b5x+y<70

ligningl : 10x+8y = 100

O
x
vV
o

ligning2: 10 x+8y = 200

¢) Vi kan se at niveauerne vokser i retning skrat til hgjre.

d) Ved at parallelforskyde niveaulinjerne skrat til hgjre indtil de slipper po-

lygonomradet fas det optimale punkt:
b)

e) Det optimale punkt har koordinaterne (10, 20).

f) Virksomheden skal producerer 10 PRODUKT A og 20 PRODUKT B, og
det maksimale daekningsbidrag 260 kr.
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Lgsning 9.2.2
a) (10,20)
b) (14,0)
c) (0,25)

Lgsning 9.2.3
a)

Miniskumbananer | Piratos | Minimumskrav
Antal 1 1 20
Veegt 9¢g 4g 120 g
Omkostninger | 2 kr. 0,5 kr.

b) x er antal miniskumbananer i posen og y er antal piratos.
c) f(z,y) =2z + 0,5y

d) Hun skal putte 30 piratos (og ingen miniskumbananer) i hver pose og det
vil koste hende 15 kr. pr. pose.

e) Hun skal putte 8 miniskumbananer og 12 piratos i hver pose og det vil
koste hende 12 kr.

Lgsning 9.3.1
a) 1. nej, 2. nej.
b) 1. ja, 2. ja.
c) 1. ja, 2. ja
)

d) 1. ja, 2. nej. Hvis du skal have Mat-A vil du mgde den slags funktioner

under kvadratisk programmering.

Lgsning 9.3.2

Lgsning 9.3.3
a) Det gor det ikke. Det opfylder 2 af de 3 uligheder.
b) Det betyder at det er umuligt at producerer 9 VARE A og 3 VARE B.
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Typisk pga. manglende ressourcer.

Lgsning 9.3.4
a) 2 +4y+1=0
b) jes den er god nok.
c) f(zo,y0) = 95.

Lgsning 9.4.1

a) Hun skal putte 30 piratos i hver pose og det vil kosten hende 15 kr. pr.
pose.

b) Hun skal putte 8 miniskumbananer og 12 piratos i hver pose og det vil
koste hende 12 kr. pr. pose.

¢) Hun skal putte 20 miniskumbananer i hver pose og det vil koste hende 5
kr. pr. pose.
Lgsning 9.5.1
a) Der skal produceres 6 af hvert produkt.

b) Daekningsbidraget for OMEGALUL skal laegge imellem 20 kr. pr. stk. og
40 kr. pr. stk., hvis den optimale produktion skal veere uaendret.

¢) Dakningsbidraget for OMEGALUL ma falde med 10 kr. pr. stk. eller stige
med 10 kr. pr. stk., hvis deekningsbidraget skal vaere usendret.

d) Dackningsbidraget for KEKW ma falde med 5 kr. pr. stk. eller stige med
10 kr. pr. stk., hvis deekningsbidraget skal veere uaendret.

Lgsning 9.5.2
a) Hun skal putte 30 piratos i hver pose.

b) Hvis prisen pa skumbananer falder med mere end 87 gre, skal hun begynde
at putte skumbananer i posen ogsa.

c) Hvis prisen pa piratos stiger med mere end 38 gre, skal hun begynde at
putte skumbananer i posen ogsa.

Lgsning 10.1.1
a)
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Lgsning 10.1.2
a) Graf

c) f(z)=—2x

Lgsning 10.1.3

a) f'(x
b) f(x
c) f(x
d) f(

X

)
) =
) =
) =

Lgsning 10.1.4

| Lgsning 10.1.5

x| —2|-1/-05/0/051]|2
flle) =41 =2 =1 0| 1|24
]y
3_
x
PR Il
2 =1[-05]0]05] 1 | 2
fl)yl4 2] 1 |o|-1-2|-4

=2r —1

a) f(=1) =—1og f(-1)
b) f(3) =7 og f(3) =2 for funktion f(x) = 2x + 1.

= 3.
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T 2/ -1/-05/0] 0,5
fz) 41 11]025[0[025
b)
° 4= Y ®
3
9
o1+ e
oo L
B/ T S A
14
—o
34
44
c)
Yy
3
9
A
X
B/ S A
14
_o
_34
44
d) f'(x) = a?

Lgsning 10.1.6
a) Den rgde er f og den bla er f

Lgsning 10.1.7
a) Den bla er f og den rgde er f

Lgsning 10.1.8
a) Den rgde er f og den bla er f
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Lgsning 10.1.9

Funktionen f(z) = 2% har differentialkvotienten f’(x) = 322
a) f(2) =8og f'(2) = 12.
b) Heeldningen pa tangenten i punktet (2,8) er 12.

Lgsning 10.2.1

a) f'(z) =

b) 'f(z) = e
Lgsning 10.2.2

a) f'(x) =5zt

b) f(z) = n(2) - 2*

c) fl(x) = —da™>

d) f(z) =0

e) f(z) = 2e*

f) flz) =1

g) [i(x) =1

h) f(z) =0

i) fi(x)=0
Lgsning 10.2.3

a) (ln(:c))/ = %
Lgsning 10.2.4

a) h'(r) =2z

b) B (x) = —2e7%* — 1

c) f'(x) =6 2°

d) f'(x) =6x—2

e) (2-3"+2-€%) =2-In(3) - 3% + 63
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Lgsning 10.2.5
a) h’(x):Q-ln( )—|—2x-l:2-ln( )+ 2

b) (1) = s 2 En(2)-2 = 2 (5 + In@) - V)
c) (a:?’-ex)’ 322 et + a3 e = 2% e¥(z + 3)

Lgsning 10.2.6
a) fog=In(2z —1)
b) gof=2In(z)—1

Lgsning 10.2.7

Lgsning 10.2.8

a) g(z) =z +2o0g f(z) =z

b) g(z) = T — 2 og f(z) = 3

c) g(z) =23 —2*+1og f(z) =2’
Lgsning 10.2.9

a) h(x) =52

b) I'(z) = (3a%+3) - e” +3

¢) fl(x) =8(x*+ 3z —1)"- (22 + 3)

D) (VEPFE) = e

Lgsning 10.2.10
a) fl(x) =2x+¢€"
b) f'(x) =5In(6) - 6
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&) fw) =In(z) + 1

d) 1) = 57 1

e) fl(x) =4e* 2?4+ e 22+ 5

f) f/<x) _(97;36_;;

g) f'@)=—2

h) f'(z) =4z - In(4) - 474
Lgsning 10.3.1

a) y=2z—1

b) y=x-1

) y=1r+1

d) y=1ix—0,31

Lgsning 10.3.2

a) y =6z — 26
b) y=—x—2
c) y=2x—1
d) y=z+9

Lgsning 10.3.3
a) y=—4xr—9
b) y=ix+3
c) y =12z + 16 og y = 12x — 16.
d) Det gor der ikke.

Lgsning 10.3.4
a) y=—2r+1ogy=06x—15

Lgsning 10.4.1
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a) f(a) = ot

Lgsning 10.4.2

a) f'(r) = 75
b) y = 0,71z + 0,71

Lgsning 10.4.3

a) y=—3r —4
Lgsning 10.4.4

a) y=2r— 1,55

b) (2,77;4)
Lgsning 10.4.5

a) y=3r+1,70gy=3x— 3,19.
Lgsning 10.6.1

a) 22 — 2xy +1°

b) 4z* + dzy + y?

c) 2%+ 2zAx + (Ax)?

d) 2% — (Az)?
Lgsning 10.6.2

a) f(2) =11
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Lgsning 10.6.3

€ 22 Az 2
Az 1

f (Az)2 — Az

g) (Aij = Az

Lgsning 10.6.4
a) lima, (1 + Az) =1

a) f'(x) =—2x
b) f'(x) =2x
c) fl(x) =4x
d) f'(z) =2
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e) fi(x) =0
f) fl(z) =6x—1
Lgsning 10.6.7
a) f'(x) =0
b) f(z) =a
Lgsning 10.7.1
a) Ja
b) J
c) Nej
d) Nej
e) Funktionen er diskontinuert i x = —2, x =3 og x = 4.
f) Funktionen er ikke differentialbel i v = =2, x =2, x =3 og v = 4.
g) Funktionen er kontinuert men ikke differentiabel i x = 2.

Lgsning 10.7.2

a) Kontinuert i xy = 3, differentiabel i zy = 3, kontinuert og differentiabel.

b) Ikke kontinuert i xy = 3, ikke differentiable i zy = 3, ikke kontinuert og
ikke differentiabel.

¢) Kontinuert i zy = 3, differentiable i 2y = 3, ikke kontinuert og ikke diffe-
rentiabel.

d) Kontinuert i xy = 3, ikke differentiabel i zp = 3, kontinuert og ikke i
differentiabel.

Lgsning 10.7.3

a) Ja, ifplge seetning 10.7.1

Lgsning 10.7.4

a) Ikke kontinuert i xy = —1, ikke differentiabel i xy = —1, kontinuert,
differentiable.
b) Kontinuert i zp = —1, differentiabel i zp = —1, kontinuert, differentiable.
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c¢) Ikke kontinuert i xy = —1, ikke differentiabel i g = —1, ikke kontinuert,
ikke differentiable.

Lgsning 10.8.1
Spgrg mig.

Lgsning 11.1.1

2) Dm(f) = R

b) Vin(f) = R

c)x=-2,x=00gz=1

d) f er negativ for x €] —0o; —2[U]0; 1] og f er positiv for z €] —2;0[U]1; oo
e) f er voksende for x €] — oo;—1,2], voksende for x € [0,5;00[ og f er

aftagende for x € [—1,2;0,5].
f) f har lokalt maksimum 2,1 i x = —1,2 og lokalt minimum —0,63 i x = 0,5

Lgsning 11.1.2

a) Fortegn for f:
f er positiv for z €] — 0o; —2[U]3; 00|
f er negativ for x €] — 2; 3|
f er nul nar x = —2 og nar x = 3
b) Fortegn for f:
f er positiv for x €] — 4; 00
[ er negativ for x €] — oo; —4]
f ernul nar x = —4
c¢) Fortegn for f:
f er positiv for x €] — 0o; 0[U]0; 00[=R \ {0}
f er nul nar x =0
d) Fortegn for f:
f er negativ

Lgsning 11.2.1

a) Monotoniforhold for f:

f er voksende for x €] — co; —1] og for x € [5;00].
f er aftagende for for x € [—1;5].
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b) Monotoniforhold for f:
f er aftagende.

¢) Monotoniforhold for f:
[ er voksende for = €] — co; —1].
[ er aftagende for z € [—1; 00].

d) Monotoniforhold for f:
f er aftagende for x €] — oo; 3]
f er voksende for = € [3; 0]

Lgsning 11.2.2

Bestem ved beregning monotoniforholdene for fglgende funktioner:

a) Monotoniforhold for f:
f er voksende for z €]0; 2]
f er aftagende for x € [2; 00|

b) Monotoniforhold for f:
f er voksende.

¢) Monotoniforhold for f:
[ er aftagende for z €] — 00; 2].
f er voksende for x € [2; 3]
Lgsning 11.3.1
a) f har et globalt minimum i x = 4 med minimumsveerdi —13.
b) f har ingen ekstrema

c) f har et lokalt maksimum i x = —1 med maksimumsveerdi 17.
f har et lokalt minimum i x = 2 med minimumsveerdi —10.

d) f har ingen ekstrema.

Lgsning 11.3.2

a) f har et globalt maksimum i x = 1 med maksimumsveerdi 2.
f har et globalt minimum i x = —1 med minimumsveerdi —2.
f har et lokalt minimum i x = 2 med minimumsvaerdi 1.

b) f har et globalt maksimum i x = 0 med maksimumsvaerdi 1.

c) f har et globalt minimum i z = 0 med minimumsveerdi 0.
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d) f har et globalt maksimum i x = 40 med maksimumsvaerdi 61360.
f har et globalt minimum i z = 2 med minimumsveerdi —10.
f har et lokalt maksimum i z = —1 med maksimumsveerdi 3,5.

Lgsning 11.4.1
2) Vin(f) = [~4;4]
b) Vin(f) =] - 2:4
c) Vm(f) = [—0,37;14,78]

Lgsning 11.5.1
a) f er konkav
b)

c) f er konkav
d)

f er konveks

f er konkav

Lgsning 11.5.2

a) f er konkav pa | — co; —2]
f er konveks pa [—2; 00|

b) f er konkav.

c) f er konveks pa | — oo; 1]
f er konkav pa [1; 3]
f er konveks pa [3; 00|

Lgsning 11.5.3
a) f"(x) = 6x
b) f'(z) = —3

Lgsning 11.5.4

a) f er konveks i | — 0o; 3]
f er konkav i [3; 00]

b) f er hverken konkav eller konveks.

c) f er konkav i ] — oo; —3]
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f er konveks i [—3; 0]
f er konkav i [0; oo

d) f er konveks

Lgsning 11.5.5
a) f har et vendepunkt i (3,57) og vendetangent med ligningen y = 27x — 24
b) f har ingen vendepunkter eller vendetangenter.

c) f har vendepunkterne (—3;62,5) og (0,4).
f har vendetangenterne y = —33x — 36,5 og y = —6x + 4

d) f har ingen vendepunkter eller vendetangenter.

Lgsning 11.5.6

a) Dm f =]0; oo

b) Vin f =] — 20; oo
¢) Nulpunkter: 1 =2 og 9 =5
)

d) Fortegn:

[ er negativ i |0; 2[U]2; 5]
f er positiv i ]5; o]
fernulix=20gx=5

e) Monotoniforhold:
f er voksende i ]0;2] og [4; o0l
f er aftagende i [2;4]

f) Ekstrema:

f har lokalt maksimum i z = 2 med maksimumsvaerdi 0
f har lokalt minimum x = 4 med minimumsveaerdi -4

g) Krumningsforhold:
f er konkav i ]0; 3] og konveks i [3; oo

h) Vendepunkter og vendetangenter:
f har vendepunkt i (3, —2) med vendetangent y = —3x + 7

Lgsning 11.5.7

a) Facit er din forstéelse. Forstar du det?
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Lgsning 11.6.1
a) Funktion f har nulpunkt iz = —1,31

b) Ekstrema:
f har lokalt maksimum i z = —0,55 med maksimumsveerdi 5,16.
f har lokalt minimum i x = 0 med minimumsveaerdi 5.

Lgsning 11.6.2

a) Fortegn:
f er negativ for z €] — oo; —1,31]
f er positiv for x €] — 1,31; 00|
f er nul for x = —1,31

b) Monotoniforhold:
f er voksende for x €] — 0o; —0,55]
f er aftagende for x € [—0,55; 0]
f er voksende for x € [0; 00|

c) Vimf =R

Lgsning 11.6.3
a) Dm(f) = [=2;3]
b) Vin(f) = [~19,73;2,26]
c) x1 = —0,49 og o = 1,09
d)

Fortegn:
f(z) > 0 nar z €] — 0,49; 1,09]
f(z) < 0nar z € [—2; —0,49[U]1,09; 3]

f(x) =0 nar z = —0,49 eller z = 1,09

e) Monotoniforhold:
f er voksende i intervallerne [—2;0,26] og [2,54;, 3]
f er aftagende i intervallet [0,26; 2,54]

f) Ekstrema:
f har globalt minimum i x = —2 med minimumsvaerdi —19,73
f har globalt maksimum i x = 0,26 med maksimumsveaerdi 2,26
f har lokalt minimum i x = 2,54 med minimumsvaerdi —6,9
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Lgsning 11.6.4

Lgsning 11.6.5

a) f er konkav for z €] — 00;2,06].
f er konveks for = € [2,06; ool

b) Der er en vendetangent: y = 1,23z + 2,46
Lgsning 12.1.1

a) ry =5
Lgsning 12.1.2

a) h3 =3

Lgsning 12.1.3
a) f5=0,1
b) At f5 = 0,1 betyder at 10% af de unge brugte 9 timer pa sport .
Lgsning 12.1.4
a) fo=04
b) At Fy, = 0,4 betyder at 40% af de unge dyrkede sport hgjst 2 timer om
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ugen.

Lgsning 12.1.5

a)
Observation (z;) | Hyppighed (h;) | Frekvens (f;) | Summeret frekvens (F;)
0 1 0,25 0,25
4 1 0,25 0,5
7 2 0,5 1
b)
Pindediagram
< 92
=
20
= 1
>
==
0 1 2 3 4 5 6 7
Observation
c)
Trappediagram
100% -+ EEEEED
2
S 75%
g
£ 50%
g
g
&
25%
o 1 2 3 5 6 7

Timer brugt pa sport
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d) $0’62 =7

e) Det byder at mindst 62% af observationerne var pa 7 eller derunder.

Lgsning 12.2.1
a) Nej

b) Ja. Hvorfor siger du det sa forkert?

Lgsning 12.2.2

a)
Observation (z;) | Hyppighed (h;) | Frekvens (f;) | Summeret frekvens (F})

0 1 0,25 0,25
4 1 0,25 0,50
7 2 0,5 1

b) 7

¢) min = 0 og max =7

d) 7

e) 0

f) (0,4,7)

g) 4

h) 7

) 4,5

i) 8,25

k) 2,87

Lgsning 12.3.1
a)
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Interval | intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F})
]10; 20] 15 6 0,3 0,3
120; 30] 25 10 0,5 0,8
130; 40] 35 4 0,2 1
b)
Histogram
10%
10 20 30 40
Observationer
c)
Sumkurve
100% —
=
% 5%
g 5o
g
:
10 15 20 25 30 35 40
Observationer
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d) 40%-fraktilen er 22 og det betyder at 40% af observationerne er har en
veerdi pa 22 eller derunder.

e) Kvartilsaettet aflaeses til at veere ca. (18,24, 29) og det betyder lgst sagt at

en fjerdedel af observationerne er under 18, en halvdelen under 24 og en
fjerdedel af over 29.

f) Kvartilafstanden er 11.

Lgsning 12.4.1
)
Interval | intervalmidtpunkt(m;) | Hyp.(h;) | Frekv. (f;) | Sum. frekv. (F})
10; 20] 15 6 0,3 0,3
20; 30] 25 10 0,5 0,8
130; 40] 35 4 0,2 1

b) Typeintervallet er ]20; 30].

d

(&

)

¢) Gennemsnittet er 24.
)
)

servation afviger med 7 fra gennemsnittet.

Lgsning 12.5.1

a) FLOT.

Lgsning 12.5.2

a) 28
b) 13
¢) 65,93

Lgsning 12.5.3
a) Nope, det

er der ikke.

b) Screenshot fra WordMat-statistik:
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Grupperet optaelling

Start Slut Hyppighed
70 75 2
75 80 4
80 85 6
85 90 8
90 95 5
95 100 &

c¢) Screenshot fra WordMat-statistik:
En tern er 4% Histogram for hestetider

70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 100
Tid mélt i sekunder

d) Mindsteveerdien er 74 og stgrste veerdien er 98. Det betyder at den hurtig-
ste hest brugt 74 sekunder, mens den langsomste hest brugte 98 sekunder.

e) Variationsbredden er pa 24, hvilket betyder at den hurtigste hest var 24
sekunder hurtigere end den langsomste.

f) Typeintervallet er |85;90]

g) Kvartilseettet er (83,86,93) og det betyder lgst sagt at den hurtigste fjer-
dedel af hestene kom under 83 sekunder, mens halvdelen var hurtigere en
86 sekunder. Den langsomste fjerdedel brugte over 93 sekunder.

h) Kvartilafstanden er 10 hvilket svarer til tidsforskellen pa den hurtigste og
langsomste hest blandt de midterste 50%.

i) 7 = 86,4
i) 02 =465

k) o = 6,8, hvilket kan fortolkes som at den typiske hest red pa 86 4+ 7
sekunder.
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Lgsning 12.7.1
a) Yo i=14+2+3+4+5=15
b) Y9 ,(i2—i) =42 —4+52—5+6>—6 =62

Lgsning 12.7.2
a) Y4(3-4)
b) ¥, 2

Lgsning 12.7.3
a)

(g - hy) =x1-hi+x9-ho+ -+ xp - g

k
i=1
Lgsning 12.7.4

a) 0? =%, (7 —7)* fi)
Lgsning 12.7.5

a) o2 = 8,25

b) o =287
Lgsning 12.7.6

a) MAD =25

b) o =287 og MAD = 2,5. Standardafvigelsen er altsa lidt hgjere.

Lgsning 13.1.1
a) 5! =120
b) 0l=1

Lgsning 13.1.2

a) Der er 10! = 3628800 mader at lave kgen pa (overraskende mange hva?)

Lgsning 13.1.3
a) Der er 20 muligheder.
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Lgsning 13.1.4
a) JA!

Lgsning 13.2.1

a) F.eks., et terningkast, et kast med en mgnt eller nar man fisker sender i
Tivoli (men jeg synes aldrig man vinder uhhuhuu)

Lgsning 13.2.2
a) Udfald: u; = plat, us = krone.
b) Udfaldsrum: U = {plat, krone}

Lgsning 13.2.3

Forklar hvad de to krav i definitionen af en sandsynlighedsfunktion udtryk-
ker:

a) Sandsynligheden for et udfald er altid et ikke-negativt tal (positivt eller
nul).

b) Sandsynlighederne lagt sammen skal give 100%.

Lgsning 13.2.4
a)

u | plat | krone

P(u)

DO =

1
2

Lgsning 13.2.5
a)

u A | L. Liste | Samarb. | V | L. Borger | O C
P(u) | 0,231 | 0,244 0,116 |0,161| 0,101 | 0,092 | 0,055

Lgsning 13.2.6

a) Begge to. P(u) > 0 for alle u € U er ikke opfyldt i det at P(ug) < 0 og
P(uy) + P(ug) + - -+ + P(u,) = 1 er ikke opfyldt, da sandsynlighederne
ikke giver 1 tilsammen.
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Lgsning 13.2.7

a) Sandsynlighed for at sla 6 med terningen er }1.

Lgsning 13.3.1
a) A= {36}

Lgsning 13.3.2
a)

P{B,8,0)) = P(O) + P(®) + P@)

)+ P
111
6 4

+12+12

1
6
2 2 3
12
°

12

Lgsning 13.3.3
a) Ikke disjunkte
b) Ikke disjunkte
c) Ikke disjunkte. Haha ingen af dem var disjunkte.

Lgsning 13.3.4

Bestem som i eksempel 13.3.4 sandsynligheden for at fa en af haendelserne i
fglgende par af haendelser.

a) Sandsynligheden er

STt W

b) Sandsynligheden er

Lgsning 13.3.5
a) Komplementaere
b) Ikke komplementaere

c¢) Ikke komplementeere
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Lgsning 13.3.6
a) Den komplementaere heendelse er “eleven taber”
b) 42%
c) 42%

Lgsning 13.3.7
a) Uatheengige

b) Ikke uatheengige, fordi nar vi trackker det andet kort vil antallet af klgr i
kortspillet afthaenge af om vi har trukket en klgr som det fgrste kort. Sa
sandsynligheden for at treekke en klgr i andet traek afhaenger altsa om vi
far en klgr i fgrste.

Lgsning 13.3.8

1

a) Sandsynligheden for at fa bade krone og en 6’er er 15

Lgsning 13.3.9
a) nej

Lgsning 13.3.10

) §=

b) 5 =i
Lgsning 13.3.11

a)

Lgsning 13.4.1
a) P(X =4) = %
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Lgsning 13.4.2

a)

DO | —
DO|—

Lgsning 13.4.3

1

a) Den manglende sandsynlighed er 3

Lgsning 13.4.4
a) E(X)=38
b) Var(X) =2
c) SD(X) ~ 141
Lgsning 13.4.5
a) E(X)=3)5
b) Var(X) ~ 2,92
c) SD(X)~ 1,71

Lgsning 13.4.6

a)
3
E(X):lei-pi
1 1 1
3. o 44412 |
3-|- 2+ 6 (171)
= 14242

=5

Lgsning 14.1.1

a) Ved kast med en terning er antallet af gjne en stokastisk variabel. Hvis vi
f.eks. sla en Her sa er X =5

b) Ved kast med to terninger er summen af antal gjne en stokastisk variable.
Hvis den ene terning er en 4’er og den anden er en 6’er, sa bliver X =
446 = 10.
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c) Ved kast med en mgnt kan vi definere X = 0, hvis udfaldet er "plat” og
X =1, hvis udfaldet er "krone”.

Lgsning 14.1.2
a) 1
b) 1 (fordi vi har faet 1 6’er)

Lgsning 14.1.3
a) “krone’ er succes og "plat” er fiasko

b

) n
c) p=

d) X kan veere 0,1,2,3,...,10
Lgsning 14.1.4

a) Lader vi X veaere antallet af kalendere med gevinst far vi en binomialfordelt

stokastisk variabel med n =6 og p = %

Lgsning 14.1.5

a) Det er en stokastisk variabel som angiver antallet af succeser i n uatheen-
gige forsgg med samme successandsynlighed p.

b) Det betyder at X er binomialfordelt med antalsparameter n = 7 og sand-
synlighedsparameter p = 5
Lgsning 14.1.6
a) P(X =6)=0,11

Lgsning 14.1.7
a) P(X=2)=0,31
b) Sandsynligheden for en aeske med 1 defekt vare er 2,35%

)
c¢) Sandsynligheden for en seske uden defekte varer er 97,6%
d) Sandsynligheden er 33%
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Lgsning 14.1.8
a) P(X <2)=178%

Lgsning 14.1.9
a) P(X >1)=284%
b) P(X <4)=96,9%
c) P(X >2)=65%

Lgsning 14.1.10
a) Det er klart at F(X) = 5.

b) ViharSD(X) = 1,6, men det er sveert at gaette preecist. Et geet pa mellem
1 og 3 er et godt geet.

Lgsning 14.1.11
a) n=8o0gp=04
b) P(X =1)=0,09
c) E(X)=3,2, Var(X) = 1,92 og SD(X) = 1,39.

Lgsning 14.1.12
a) Det bedste geet er middelveerdien og den er pa 2.

Lgsning 14.2.1

a) Jeg kunne skrive en forklaring. .. men den ville veere svaerere at forsta end
at prgve sig frem.

Lgsning 14.2.2
a) P(X=6)=0,08

b) P(X < 4) = 0,72
¢) P(X >6) = 0,12
d) P(3 < X <9)=0,75 og det betyder sandsynligheden for at f& mellem 3

og 9 succeser.

e) Middelveerdien F(X) = 3,6
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f) Standardafvigelsen SD(X) = 1,59

Lgsning 14.2.3
a) Chancen for de alle spirer er 4,4%.
b) Risikoen for at hgjst 5 frg spirer er 0,04%.
¢) Sandsynligheden for at mindst halvdelen spirer er 99,76%
)

d) Han kan forvente at se 11 smukke blomster (middelveerdien). Peace.

Lgsning 14.2.4
a) P(X <3)=0,65

b) P(X < 4) = 0,65

¢) P(X >2) = 0,59

d) P(1<X <5)=0,74

e) EF(X) =3, Var(X) = 2,70 og SD(X) = 1,64

Lgsning 14.2.5
a) X er antallet af rigtige svar, n = 20, p = 0,2 og X ~ b(20;0,2).
b) Sandsynligheden for at besta er 0,06%. Desveerre.
c) Man kan forvente at gaette rigtigt pa ca. 4 spgrgsmal.

Lgsning 14.2.6
a) P(X =23)=0,0791

b) P(X = 23) =0,0778, sa de er da riiiimelig teet pa hinanden, og n var ikke
engang seerlig stor.

Lgsning 14.2.7
a) P(X >60100) = 0,2583

Lgsning 15.1.1
a) Kontinuert

b) Kontinuert (man kan ogsé sige diskret. Hvorfor?)
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c) Kontinuert

d) Diskret

Lgsning 15.1.2

a) Omradet mellem grafen og z-aksen er en trekant med arealet:
1 . . 1
3 hgjde - grundlinje = 3 2-1=1

Da arealet er 1 er det en teethedsfunktion.

Lgsning 15.1.3

Det forventens at du kan ramme rigtigt med en decimals preaecision.
a) P(X >5)=0,
b) P <X <6)~0,34~0,3
c) P(X >6)~0,16~0,2

Lgsning 15.1.4

Det forventens at du kan ramme rigtigt med en decimals praecision.

a) P2< X <6)=05
b) P2< X <9)=0,75
¢) P(X >8) =0,25

d) P(X <55)=0,5

Lgsning 15.2.1

a) Graf 1 og 2 kan ikke veere teethedsfunktioner for normalfordelingen. Graf
1 er ikke klokkeformet og Graf 2 er ikke symmetrisk.

Lgsning 15.2.2

a) P(X <2)=0,5

b) P(X >2)=0,5
c) P(1, <X <3)=08
d) P0<X<1,7)=0,25
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Lgsning 15.2.3
a) p=2
Lgsning 15.2.4
a) =3
b) o =2

Lgsning 15.2.5
a) gren, rgd, bla
b) bla, gron, rod
Lgsning 15.2.6

a) Hun kunne f.eks. veelge at producere sko i stgrrelserne 6,5-15,5. Sa har
hun 99,7% af maendene som potentielle kunder.

Lgsning 15.2.7

a) Standardnormalfordelingen.
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Lgsning 15.3.1
a) P(X < 3) = 57,93%.
b) P(X > 10) = 5,48%
¢) P(—5< X <5) = 64,5%.
d) Sandsynligheden for at X er mindre end 1 er 42,07%.
)

e) Sandsynligheden for at X ligger mellem 3 og 6 er 20,89%.

Lgsning 15.3.2
a) 50%
b) 9,12%
c) 81,76%

Lgsning 15.3.3
a) 3,71%
b) 14,2%

Lgsning 15.4.1

a) Udover det forste er det kun "Observationsseet 4"'som kan siges at veere
tilnsermelsesvis normalfordelt. Her har vi p = 31 og 0 = 1022.

Lgsning 15.5.1
a) F(3) =60%

Lgsning 15.5.2
a) P(X <15) =31%
b) P(15 < X <22)=27%
c) P(X >12) = T79%

Lgsning 15.5.3

a) En normalfordeling med en lille standardafvigelse har en hgj spids teet-
hedsfunktion. Det betyder at sandsynligheden for at ligge teet pa middel-
veerdien er stor, sa nar z er teet pa middelveerdien stiger P(X < z) = F(z)
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kraftigt.

Lgsning 15.5.4
a) L=>5
b) o =2

Lgsning 16.1.1
a) p=0,16

b) Konfidensintervallet er [0, 11; 0, 21], hvilket betyder at vi med 95%-sikkerhed
kan sige, at ungdomsarbejdslgsheden ligger mellem 11% og 21%

¢) Konfidensintervallet er [0,12; 0,20], hvilket betyder at vi med 90%-sikkerhed
kan sige, at ungdomsarbejdslgsheden ligger mellem 12% og 20%

d) Det er 95%-konfidensintervallet. Vi vil senere se pa hvorfor.

Lgsning 16.1.2
a) p = 0,425,
b) n-p-(1—p)=19,55. Da 19,55 > 9 er kravet opfyldt.
¢) 0,32:0,53]
)

d) Mgnten er fair hvis p = 0,5. Da 0,5 ligger i intervallet [0,32;0,53] kan vi
ikke med rimelig Slkkerhed afvise at mgnten er fair.

Lgsning 16.1.3
a) B=2- 241 p(1-p)

n

b) n = 260
Lgsning 16.1.4
a) Vi ganger parentesen ud:
p(1—p) =p—p*

Vi differentiere p — p* med hensyn til p (dvs. vi teenker pa p som vores
77x77):
(=p"+5) = -2p+1
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Vi saetter differentialkvotienten lig O:
—2p+1=0
Vi ser at denne ligning har lgsning
p=0,5

Det er klart, at dette er et maksimum da differentialkvotienten —2p + 1
er positiv hvis p < 0,5 og negativ nar p > 0,5.

Lgsning 16.2.1

a) fi
b) &

4,16

Lgsning 16.2.2
a) [—7,1;8,6]
b) Vi kan med 95% sikkerhed sige at middelveerdien for populationen ligger
i intervallet [—7,1;8,6].
Lgsning 16.2.3
a) 104
b) [92;116]

c) Konfidensintervallet indeholder veerdier som er under 100. Det betyder at
du ikke kan veere sikker pa at middelveerdien for veegten er over 100. Sa
du kan desveerre ikke kgbe plantage.

Lgsning 16.2.4

a) a=10%
b) a=1%
¢) a=0,1%

Lgsning 16.2.5

a) 20’975 = 1,96
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Lgsning 16.2.6
a) Der star ikke noget her:(

Lgsning 16.2.7
a) [19,6;20,4]

Lgsning 16.2.8
a) [49;51]

Lgsning 16.2.9
a) Den er mere spids i toppen og den er langsommere om at flade ud

b) Det ggr den. Den ligner fuldsteendig standardnormalfordelingen.

Lgsning 16.2.10
a) 1,6766
b) [4810;5190]

Lgsning 16.2.11

a) Den eneste forskel i formlerne er fraktilerne, og nar stikprgvestorrelsen (og
dermed antallet af frihedsgrader) er stor, sa ligner ¢-fordelingen standard-
normalfordelingen og vi far derfor samme vaerdi for fraktilerne uanset om
vi bruger t-fordeling eller standardnormalfordeling. Sa de to formler giver
samme resultat.

b) Det er ikke overraskende, da estimatet af standardafvigelsen vil komme
teettere pa populationens standardafvigelse, jo stgrre stikprgven er.

Lgsning 16.3.1
a) u =100 og o = 20
' 20 ' :
b) X ~ N(100,22). Dvs. X ~ N(100;8,94)
c) T =96,6
d)

Betegnelsen T blev introduceret i afsnit 12.2. Den betyder bare gennem-
snittet af en stikprgven vi har udtaget.

Betegnelsen X betyder gennemsnittet som stokastisk variabel. Man kan
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teenke pa X som gennemsnittet af stikprgven inden den udtages. Det er
klart at gennemsnittet af aeblernes vaegt, ikke er fastlagt for stikprgven
udtages. Det afheenger jo af, hvilke aebler vi lige praecis far fat i. Men det
er oplagt, at vi kan udtale os om sandsynligheden for at fa et bestemt
gennemsnit, og derfor er X en stokastisk variabel som har en sandsynlig-
hedsfordeling.

Lgsning 17.1.1

a) Hy: Der er uathaengighed mellem kgn og yndlingsgl.
Hy: Der ikke uafhengighed mellem kgn og yndlingsgl.

Kvinde | Mand
b) | Carlsberg | 6,7586 | 7,2414
Tuborg 7,2414 | 7,7586

c) Der er mere end 5 i hver af de forventede veerdier sa det kan vi godt
(selvom det ikke er ideelt med sa fa data)

d) X2 = 0,0322
e) Der er 1 frihedsgrad.
£) p=0,8575.

g) Vi forkaster ikke.

)
)

h) Vi kan ikke pavise nogen sammenhaeng mellem kgn og yndlingsgl.
)

i) Det er ingen overraskelse. De observerede hyppigheder kunne ikke veere

mere lige fordelt!

Lgsning 17.1.2

a) 021 =14
b) Ey =48
c) n=>55
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Oer = ZOiQ
= 012 + O + O3
=5+11+6
= 22
¢) B = Q0 — 82 _ 75
f)
O;i — E;5)?
X2 — Z ( J )

i7 Eij
13-10,8)> (5—17,2)> (14 —15)?
(13108  (5-72) , (14— 15)
10,8 7,2 15
(11 —-10)*> (6 —7,2)2 (6 —4,8)?
* 0 7.2 * 4.8
=1,79

Lgsning 17.2.1

a) Andelen af personer i undersggelsen, som fortraeckker drgmmekage er givet
ved %. Hvis Hy er rigtig (uatheengighed mellem kon og kage), méa andelen
af piger, som fortraekker drommekage vaere den samme som andelen for

de to kg¢n tilsammen. Dvs. andelen af piger, som fortreekker dremmekage,
ma ogsa vaere %. Da det er 22 piger vil vi forvente at antallet af piger i

stikprgven, som fortreekker drgmmekage, er:

18 99 18 -22  reekkesum - sgjlesum
5 b5 totalsum

Lgsning 17.2.2
a) Teelleren i brgken:

(observeret hyppighed — forventet hyppighed)?

forventet hyppigehed

bliver stor, nar forskellen mellem de observerede og de forventede vaerdier
er stor. Neevneren atheenger ikke af denne forskel. Sa en stor forskel pa de
observerede og de forventede veerdier vil give en stor veerdi af brgken.
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Lgsning 17.2.3
a) Den er 10%

b) Det star der ikke noget om i teksten, sa det er maske et lidt unfair sporgs-
mal. Men taenker man sig om, sa er det klart, at man ikke kan udtale sig
om denne sandsynlighed. Det kommer jo an pa, hvor forkert Hy er. Tester
man f.eks. uathaengighed mellem kromosomsammensaetning hos menne-
sker (XX eller "XY?”) og ken, sé er der 0% sandsynlighed for bega en type
2 fejl.... Hmmm den er i hvert fald meget lille... jeg har ingen identitetspo-
litisk agenda. Peace herfra!

Lgsning 17.2.4
a) 11
b) 6

Lgsning 17.2.5
a) Det er klart. Antallet af reekker der er tilbage er nemlig:
antal rackker — 1
og antallet af sgjler der er tilbage er
antal sgjler — 1

og nar man gange de to far man selvfglgelig antallet af felter der er tilbage
(felter med observationer kun — ikke medregnet totalerne)

Lgsning 17.2.6
a) Vi forkaster da 8 > 7,81.

Lgsning 17.2.7
a) Xgo5 = 12,59

Lgsning 17.2.8

a) Den betegnes x{ g3
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Lgsning 17.2.9

a) Hy: Der er uatheengighed mellem argang tilbgjelighed til at ga til en fri-
tidsaktivitet.
Hy: Der er ikke uafhaengighed mellem argang tilbgjelighed til at ga til en
fritidsaktivitet.

b) Forventende veerdier:

Gar til en noget | Gar ikke til noget | Total
1. ar 13,28 16,72 30
2. ar 6,64 8,36 15
3. ar 7,08 8,92 16
Total 27 34 61
c) x* =331

d) Der er 2 frihedsgrader.

e) Den kritiske veerdi er 5,99 sa vi forkaster ikke H|

)
)
)
)

f) Bidragene ser saledes ud:

Gar til en noget | Gar ikke til noget
1. ar 0,22 0,18
2. ar 0,28 0,22
3. ar 1,34 1,07

Bidragene er klart hgjest for 3. ar. Sammenligner man observerede og
forventede veerdier, ser ud til at der er feerre elever pa 3. gar til fritidsak-
tiviteter. Sammenhangen er dog ikke signifikant (jvf. spgrgsmal e), sa det
kan ligesa godt veere en tilfaeldighed.

g) Vi har undersggt om der er nogen sammenhang mellem argang og tendens
til at dyrke fritidsaktiviteter. Pa baggrund af de indsamlede data har vi
ikke kunne konstatere nogen signifikant forskel pa de 3 argange.

Lgsning 17.3.1

a) Hy: Der er uathsengighed mellem alderskategori og navn.
H;: Der er ikke uatheengighed mellem alderskategori og navn.
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Junior | Senior | Ungdom | Total
Beauty 11 19 16 46
b) Freja 19 11 22 52
Lady 17 10 14 41
Musse 36 12 12 60
Total 83 52 64 199

Junior | Senior | Ungdom
Beauty | 19,19 | 12,02 14,79
c) | Freja 21,69 | 13,59 | 16,72
Lady 17,10 | 10,71 13,19
Musse | 25,03 | 15,68 | 19,30

Junior | Senior | Ungdom
Beauty | 3,49 4,05 0,10
d) | Freja 0,33 | 0,49 1,67
Lady 0,00 | 0,05 0,05
Musse 4,81 0,86 2,76

e) f=6, x> = 18,67, og p = 0,48%

)

f) Jepper, da p < 5%

g) Det er der. Vi forkastede jo Hy og accepterede H;.
)

h) Der var iseer holdningsforskelle til navnene Beauty og Musse. Juniorgrup-
pen kunne ikke lide navnet Beauty, mens seniorerne var vilde med det.

Musse var til gengaeld maegtig populeert blandt juniorerne.
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